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第 一 章 ”多 元 样 条 函数 引 论 


众所周知 ， 样 条 函数 无 论 在 理论 上 还 是 在 应 用 中 都 具有 十 分 
重要 的 意义 。 鉴 于 客观 事物 的 多 样 性 和 复杂 性 ， 开 展 有 关 多 元 样 
条 函数 方面 的 理论 研究 无 疑 是 极为 重要 的 . 60 FRE 70 ERD, 
G. Birkhoff, H. L. Garabedian 和 Carl de Boor 等 研究 并 建 
立 了 一 系列 关于 Cartesian PRPZ TER XB 论 。 Cartesian 
乘积 型 多 元 祥 条 虽然 有 一 定 的 应 用 价值 ,但 有 很 大 的 局 限 性 , 且 在 
本 质 上 可 以 看 作 是 一 元 祥 条 斑 数 的 简单 推广 ， 

1975 年 ,本 书 著 者 采用 项 数论 与 代数 几何 的 方法 ， 建 立 了 任 
意 剖 分 下 多 元 样 条 函数 的 基本 理论 框架 ， 并 提出 了 所 请 的 光滑 余 
因子 协调 尘 。 从 这 种 基本 观点 出 发 ， 多 元 样 条 了 水 数 的 任何 问题 均 
可 转化 为 与 之 等 价 的 代数 问题 来 研究 。 

设 D 为 二 维 Euclid 空间 R^ 中 的 给 定 区 域 。 以 P, 记 二 元 
次 实 系 数 代 数 多 项 式 集合 : 


Pr: 一 [e= > 5 easy |o 为 实数 | 


一 个 二 元 多 项 式 pE P., 称 为 是 不 可 约 多 项 式 , 如 果 除 常数 和 该 多 
项 自身 外 没有 其 它 多 项 式 可 整除 它 (在 复 域 中 )。 代 数 曲 线 
D(x,y) 一 0， 人 xy7)EP。 

称 为 是 不 可 约 代数 曲线 ,如 果 Ix, y) 是 不 可 约 多 项 式 。 显 然 直线 
是 不 可 约 代数 曲线 ， 

今 用 有 了 跟 条 不 可 约 代数 曲线 对 区 城 刀 进行 剖 分 A, FEDE 
襄 分 为 有 限 个 子 区 域 mm ,D: ………,Dw， 它 们 被 称 为 已 的 胞 腑 。 形 
成 每 个 胞 路 边 界 的 线段 称 为 网 线 , 网 线 的 交点 称 为 网 点 或 顶点 . 若 
两 个 网 点 为 同一 网 线 的 两 端点 , 则 称 该 丙 网 点 是 相 邻 网 点 。 

对 区 域 忆 施行 剖 分 A 以 后 ， 所 有 以 某 一 网 点 Y 为 顶点 的 胞 腔 


的 并 集 称 为 网 点 上 的 关联 区 域 或 妊 形 区 域 , 记 为 SV. 
多 元 样 条 函数 空间 定义 为 
510A): — {sE C"(D)| io; € Pisi = 01,---, NY. 
HX b, :€ $,(A) 为 一 个 在 D 上 具有 && 阶 连续 偏 导 数 的 分 片上 
次 多 项 式 斑 数 . 


SL 多 元 样 条 函数 的 基本 框架 


为 建立 多 元 样 条 函数 的 基本 理论 框架 ,我 们 需要 如 下 的 引 悍 . 
932 LIU. iz p(x,y) 《Pi， 若 一 次 多 项 式 
l(x,y) — art by d c, toxo 
的 某 # 个 零点 (y) G — 1 n), 8 m Ko, 也 是 p(x,y) 
的 零点 , 则 prsy) 必 可 被 Key) 所 整除 。 即 存在 多 项 式 9(x， 
y)€P,.,, 使 得 


pO y) = Hx, y) * ax. y). (L1) 
证 明 ”因为 ae 与 5 不 同时 为 0, 不 妒 设 5550. 将 PCx,y) 按 
y BOUE REACH: ETE DD 


p(x,y) = e, GOy* H a GO b ob e ay + au, 
其 中 oa. ji 一 0，… 大 为 <Y 的 ;次 多 项 式 。 用 一 次 多 项 式 
Kx,5) WR plesy), EFI 

px) — (x2 * 4x.) 十 r(x), (1.2) 

其 中 oq(n,y)€ Piu, RA r(z) 为 z 的 次 数 不 超 过 大 的 多 项 式 ， 
按 引 理 所 给 的 条 件 , 可 知 

r(x) = 09, 一 1, ma Rd, (13) 

由 于 b0, BREL xx: (i 关门 .于 是 (1.3) 表明 r w 有 多 

于 其 次 数 的 互 异 零点 ， 从 而 r(x) 二 0。 这 就 证 明了 《1.1) 式 成 

立 。 口 

3138 1.29. i$ plesy) € P932 € PL, B. 4x, Y) 是 不 

可 约 代数 多 项 式 。 # pl(x,y) B quy) 有 多 于 km 个 公共 零 

点 ; 则 plx,y》 可 被 4(*;y) 所 整除 。 即 存在 r(:,5)€ Pia 使 
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得 Plesy) = gtsy) + rlr,y), 

按 代 数 几 何 中 的 Bezout 定理 ，p(x,Y) 与 q(x, y) 只 要 有 
ZF kem 个 公共 零点 ， 则 它们 必 有 公共 因子 存在 .但 gey) 
不 可 约 , 故 qx. y) 必 为 x,y) 的 因子 ， 

定理 LSU 设 z 一 :s(x,y) 在 两 相 邻 移 腔 D: 和 D; 上 的 表 
达 式 分 别 为 

z—p(ny) mop 0 
其 中 px), pile y) € Pl。 为 使 sx,y) € CD: UD), ZB. 
只 须 存 在 多 项 式 qu(x.»)€ P, epe 使 得 
p) — pily) = Lux) e galsy) (1.5 
其 中 D, 5 D; 的 公共 内 网 线 为 
| CD (1.5) 
且 不 可 约 代数 多 项 式 ti(x,y)€ P,. 

证 明 设 * 为 指定 的 正 整数 , 0 moa k-d'—id. 按 所 给 
的 条 件 ，s(x,y) 于 Ta 上 处 处 连续 。 所 以 n(x,Y) — pily) 
px) 于 Tug 上 处 处 为 0。 由 引 理 1.2， 存 在 多 项 式 q(x.y)€ 
P, ,, E 

qx, y) = pi, 3) — Pilay) m lux, * (x, y). CL6) 
再 根据 «(0.30 于 Ti 上 一 阶 偏 导 数 为 零 的 性 质 ,可 知 


(24 laly) + a(x,32* 2 0, 

Ox GETAL 7 

(28 lix y) + 4,32 * Su "y i 
y ' ^C : Dy 7r, ' 


Buy) 的 不 可 约 性 ,从 (17) 可 推 得 ay) 于 T; 上 处 处 
为 0， 再 次 利用 引 理 12, 知 存在 dx.) € Pius 使 得 
qs) = lix, y) * 4G y). (1.8) 
于 是 
nlx, y) = px) — py) — Daley) Y e aey) (09) 
依 此 类 推 ,根据 iQ) 于 DUD ER 2E. 3 Br, s 阶 
4 SEIS SEE IRL PE 


nx = pila, Y) — pjCx, Y) — Ux 1^" * au(x, 9), 
(1.10) 
其 中 quy)€ P, pes 口 
由 定理 1.3 中 《1.4) 式 所 定义 的 多 项 式 因 子 qux, y) 称 为 内 
WR Pashley) = 0 上 的 (从 D; 到 D 的 ) 光 滑 余 因子 由， 说 
明 内 网 线 Tg 上 的 光滑 余 因 子 存在 , 便 指 形 如 《1.4) 的 等 式 成 立 、 

作为 定理 1.3 的 一 个 直接 推论 ,我 们 有 
推论 1. 4@9 设 前 分 A 的 内 网 线 Pi，.…，F。 的 次 数 分 别 为 
m»tt*.7.. 为 使 SCA) 中 存在 非 媒 化 《 即 真正 “分 片 ”) HAR, 
k E^ 必须 满足 

k Zr Ca + 0) + min s. (1.11) 


定理 1.3 表明 多 元 样 条 函数 (r, 32 € NA) 具有 一 种 所 请 
半 解 析 延 拓 的 性 质 。 即 两 相 邻 苞 腔 .上 sx, y) 的 表达 式 之 间 只 差 
一 个 形 如 《1.4) 式 右 端 所 示 的 修正 项 ， 然而 定理 1.3 尚 不 能 完全 
表征 多 元 样 条 函数 的 内 在 性 质 。 为 给 出 多 元 祥 条 孙 数 的 完整 的 理 
论 框 架 , 我 们 还 须 作 进一步 的 探讨 。 
记 两 相 邻 胞 腔 D, 与 D; 的 公共 内 网 线 为 Ti: tlle y) 一 
0, 虽然 Ta 的 方程 既 可 写 为 hij(x，y)》 一 0， 又 可 写 为 一 lix(*， 
y) 一 0， 但 为 讨论 方便 计 ， 在 整个 讨论 过 程 中 我 们 将 取 定 它 的 一 
种 形式 ， 并 且 我 们 规定 
Tj Pj lí(xy) dlu(x,y). (1.12) 
B (1.4), Ty 上 的 光滑 余 因 子 wlr, 3), 5 Ti 上 的 光滑 
RAF ux. 满足 关系 式 
qiix) = — gulr, y). (1.13) 
设 4 为 任 一 给 定 的 内 网 点 。 今 按 下 列 上 顺序 将 过 4 的 所 有 内 网 
线 (Tu) 所 涉及 的 i 和 j 进行 调整 : 使 当 一 动 点 沿 以 4 为 心 的 
逆 时 名 方向 越过 D; 时 ,恰好 是 从 D; A D. 
设 4 为 一 内 网 点 ， 定 义 4 点 处 的 “协调 条 件 ”(Conformality 
Condition) 为 由 


E Maz, y)?! d qu x.y) zo, (1.14) 
其 中 34 表示 对 一 切 以 内 网 点 4 为 一 端的 内 网 线 所 来 的 和 ， 而 
9ii(x ,7) 为 Ta 上 的 光滑 余 因子 . 


设 和 的 所 有 内 网 点 为 As ccs Au, W Æ DR R” 
(Global Conformality Condition) 为 串 
Za Uie y )]^** - gi(x,y) = 0,r = 10,:::., M, (1.15) 


其 中 相应 于 内 网 点 4, 的 协调 条 件 之 quCx y) 满足 (1.14) 中 所 
作 的 规定 ， 

下 述 定 理 建 立 了 多 元 样 条 的 基本 理论 框架 : 

定理 1.5 对 给 定 的 部分 A， 多 元 样 条 函数 Cry) € 530A) 
FE, DAR.) 在 每 条 内 网 线 上 均 有 一 光 请 余 因子 存 
在 , 并 且 满 足 由 (1.15) 所 示 的 整体 协调 条 件 ， 

事实 上 ， 各 内 网 线 上 光滑 余 因 子 的 存在 性 等 价 于 该 分 上 请 多 项 
式 的 C^ RERE., 各 内 两 点 处 的 协调 条 件 被 满足 ， 即 整体 协 
调 条 件 被 满足 ， 又 等 价 于 该 分 片 多 项 式 函 数 在 整个 区 域 上 的 单 值 
性 。 所 以 定理 1.5 成 立 。 有 关 细 节 请 读者 自行 给 出 〈 参 壮 文献 
uD. 

ERRAR Cry) ENA) 于 某 一 网 点 了 的 关联 区 域 SCCV ) 
上 处 处 为 同一 不 次 多 项 式 , 则 称 《x,y) 于 SV). 处 是 晓 化 的 .如 
果 %x, y》 在 所 有 胞 腔 上 均 为 同一 个 次 多 项 式 、 则 称 它 是 整体 
晓 化 的 ， 根 据 定理 5, s(x,y) 于 St《V) 是 晓 化 的 , 意 指 相应 于 
网 点 VV 的 协调 条 件 (1.14) RAZE, 而 整体 赔 化 则 意味 着 整体 协 
调 条 件 (1.15) RA FER. 

鉴于 人 们 的 目的 是 利用 多 元 样 条 表 数 来 研究 一 些 理论 或 夹 际 
问题 , 因而 感 兴趣 的 是 如 何 适 当选 择 剖 分 A， 次 数 k URRH 
度 ,使 得 非 蜡 化 的 多 元 样 条 函数 存在 。 定 理 1.5 表明 ,多 元 样 条 
函数 同一 元 样 条 函数 之 间 存 在 着 质 的 差别 。 区 域 D, Bl A, 分 
片 多 项 式 的 次 数 大 ， 以 及 光滑 度 上 :之 间 的 微妙 关系 ， 即 整体 协调 
kV (1.15) 影响 和 最 终 决定 了 多 元 样 条 函数 。 事实 上 、 定 理 1.5 
指出 , 多 元 样 条 函数 在 一 定 意义 上 等 价 于 由 (1.15) 所 对 应 的 线性 
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代数 问题 : 关于 光 清 余天 子 中 各 系数 何 的 一 个 齐 次 线性 方程 组 问 
题 。 而 这 一 类 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 存在 性 及 其 性 质 ， 自 然 就 成 
为 多 元 样 条 函数 研究 的 关键 所 在 ， 

若 区 域 也 的 边 手 OD 由 一 些 不 可 约 代数 曲线 所 组 成 。 今 以 
这 些 不 可 约 代数 曲线 作为 对 整个 平面 RÀ 的 一 些 剖 分 内 网 线 ， 它 
TEAREN ONDAR KARTA R 的 一 个 前 分 A， 称 之 
为 整体 部分 ， 此 村 RAD 也 是 A 的 一 个 胞 踪 ， 

作为 定理 1.5 的 一 个 直接 推论 ,我 们 有 外 

推论 1.6 YED A, FE Ce, 7) € SS)， 必 须 且 只 
m :(x,y)》 于 每 条 网 线 上 均 有 光滑 余 因 于 存在 ， 并 且 形 如 (1.15) 
的 整体 协调 条 件 于 一 切 网 点 处 均 被 满足 。 

不 难看 出 ,协调 条 件 保证 了 Cey) 在 A 和 A 上 的 单 值 狂 ， 
如 果 区 域 DD 不 是 单 连通 域 ， 例 如 DD 是 一 个 具有 天 个 “ 洞 ” 的 复 连 通 
域 , 则 定理 5 和 推论 6 仍然 成 立 ， 只 须 青 添加 一 组 附加 的 “ 润 协 调 
条 件 ” 

Za Ux, 921^*! * giley) 8 0, r= 1,--, 《1.16) 

就 可 以 了 ,其 中 Sn, RARE, 个 洞 的 一 切 网 线 求 和 ， 而 (1.16》 
中 其 它 符 号 的 意义 同 (1.14)、(1.15), 

R 上 和 任 一 条 直线 Dl, y) =ar tby temo 显然 是 一 
条 不 可 约 代数 曲线 。 因此 对 于 一 切 以 直线 作为 网 线 的 剖 分 来 说 ， 
上 述 的 所 有 结论 仍然 是 成 立 的 。 例 如 

定理 7 中 设 # 一 s(x,y) TAIPA D, 与 D; 上 的 表 
达 式 分 别 为 次 多 项 式 z= pla, y) 5 z= plr, y) 为 使 
sx,y) € C(D;UDD, 必须 且 内 人 须 存在 多 项 式 au(x, Y) € PL 
使 得 

BG) — pí(x,3) — Cey) It e gry), C1.17) 

其 中 Dux, y) = ais + buy t 6; 0 0 为 D; 与 D; 的 公共 
内 网 线 。 

定理 L8U 对 给 定 直线 剖 分 A， 样 条 函数 s(x,y)€ StCA)， 
必须 上 且 只 须 sx. y) 于 每 一 条 内 网 线 上 均 有 一 光滑 余 因子 存在 ， 


并 且 满 足 整体 协调 条 件 
E AUG. y) * en, y) = 6, (1.18) 

其 中 4, 取 遍 一 切 内 网 点 Lx.y) = aix by + e; — 0053 A, 
WAWR, gley) 为 Pt_。-， 中 与 之 相应 的 光滑 余 因 子 ， 

文献 [1] 中 给 出 的 命题 表明 ， 若 于 D 的 边界 OD 上 有 约束 条 
件 , 去 想 对 任意 三 角 剖 分 得 到 属于 C 的 二 元 样 条 水 数 ,分 片 多 项 
式 的 次 数 一 般 不 低 于 5, 除 非 对 三 角 剖 分 加 以 特殊 选择 。 

落 区 域 刀 的 前 分 A 是 这 样 形成 的 : 其 所 有 网 线 为 一 些 贯穿 区 
域 妈 的 直线 切割 而 成 。 则 称 这 样 的 剖 分 和 为 “贯穿 部 分 " 岂 ， 鉴于 
此 类 贰 穿 剖 分 的 特殊 竹 ， 可 证 得 

$319" 若 剖 分 人 是 贯穿 剖 分 ， 巾 非 晓 化 的 多 元 样 条 函数 
5(x,32 € SCA), k Zu c ERE. 

设 Trax 十 加 7 十 ci 一 0 为 尾 一 条 形成 剖 分 全 的 直线 。 定 
X 
T; = (o, €Dla;x + by +c 0), 

T? — ((x,»)€Dla;x + by +e 7 0]. 

对 于 剖 分 A 中 任 一 由 T; 派生 的 网 线段 Ti;CT;， 如 果 规 定 同 一 
个 非 零 多 项 式 4(x*，?y)6 Piui 作为 T; 的 从 T; 到 TY 的 光 
谓 余 因子 ， 则 不 难看 出 相应 的 整体 协调 条 人 忻 必 然 被 满足 。 改 定理 
1.9 成 立 ， 特 别 地 ,我 们 有 

推论 1.10 若 A 为 任 一 矩形 章 分 ， 则 非 赔 化 的 多 元 样 条 P 
数 Cary) ESA) E Za 十 1 EFE. 

设 A 为 给 定 的 剖 分 ， 对 任意 事先 指定 的 非 负 整数 u, EAF 
在 适当 的 正 整 数 k, ERER Ce, 2€ SCA) 存在 ? 答案 
是 肯定 的 。 即 有 

定理 1.110 EAEEREN yp， 无 论 与 区 域 DD 进行 怎样 
的 剖 分 A， 总 可 以 找到 适当 的 正 整 数 *, 使 得 非 赔 化 的 :x,y) € 
sA) FE. 

FLL AEA A. APA A tAth RE 

E ai Gn 21" * qí(n, 3) = 0, (119) 
«7 >» 


其 中 Pi:n(zyy) 一 0 为 过 4 的 内 网 线 ， qs) € P4... 为 与 之 
BERA HET. 

由 (1.19) 决 定 的 是 一 个 关于 q(x,y) 各 系数 的 齐 次 线性 方程 
组 .着 以 N 记 过 4 点 的 所 有 内 网 线 的 条 数 ( 自 然 N > 2), 则 该 齐 
次 线性 方程 组 未 知 数 的 个 数 为 


M =EN (k YR — a D. 


因此 ,只 训 * 适 当地 大 , M ERIT EC EO EI 
Ck + DG + 22. 
从 而 该 齐 次 线性 方程 组 必 有 非 零 解 存在 ， 

从 理论 和 应 用 商 个 角度 上 看 ， 分 片 多 项 式 的 次 数 大 越 高 ， 则 
sC, y) € SCA) 的 参数 就 越 多 ， 并 且 (x,y) 的 凸 四 现象 就 越 严 
重 ， 而 这 些 正 是 人 们 所 不 期 望 的 。 

所 以 在 多 元 样 条 函数 的 理论 和 应 用 间 题 中 的 一 个 重要 问题 
是 : ”对 于 给 定 的 剖 分 和 和 指定 的 光滑 度 &， 如 何 选取 尽 可 能 R 
的 次 数 太 ， 使 得 非 暗 化 的 Kx，y)& SA) 得 以 存在 ? 这 个 问题 
是 一 个 很 复杂 的 问题 ， 虽然 前 面 的 推论 1.4 从 一 个 侧面 部 分 地 回 
答 了 此 问题 ， 但 该 问题 远 非 如 此 简单 。 事实 上 它 还 与 剖 分 入 本 身 
的 内 在 性 质 密切 相关 


$2. 广义 截断 多 项 式 与 多 元 样 条 函数 
BERAN 


在 $1 定理 1.3 中 已 指出 了 多 元 样 条 纱 数 的 逐 片 半 解 析 延 拓 
性 质 。 由 此 人 们 不 难 建立 多 元 样 条 函数 的 一 般 表 达 式 ， 
设 区 域 DD 被 剖 分 公分 割 为 如 下 有 限 个 胞 腔 
D,,D,,:--,Dy. 
任意 取 定 其 中 一 个 胞 腑 ,例如 D， 作 为 “ 源 胞 腔 ”( 相 当 于 一 条 河流 
的 “源头 ”)， 从 源 胞 腔 D, 出 发 , 画 一 流向 图 E, 使 之 满足 : 
1° € 流 遍 所 有 胞 腔 D,,*… ,Dy 各 一 次 ; 


as $8 > 


tr me ne 


2° C 穿 过 每 条 肉 网线 的 次 数 不 多 于 1; 
03? € 不 允许 穿 过 网 点 。 
形象 地 说 ,以 上 所 定义 的 流向 图 ,相当 于 一 条 河流 , 它 发源 于 DD 
中 的 某 个 胞 腔 并 且 流 遍 一 场 胞 腔 . 
应 该 指出 ,流向 图 C 人 允许 有 分 支 ( 相 当 于 河流 的 支流 ), 即 如 
可 以 不 是 < 一 笔画 ”、 | 
显然 ，E 的 选择 不 是 唯一 的 。 但 这 并 不 影响 我 们 下 面 的 D 
it. 
流 线 C 所 经 过 的 内 网 线 称 为 相应 于 C 的 本 性 内 网 线 ,其 它 
内 网 线 称 为 相应 于 Ó 的 可 去 内 网 线 。 显然 所 谓 本 性 内 网 线 与 可 
去 内 网 线 都 只 是 一 个 相对 概念 、 
ik TiiKxyy) 一 0 为 C 的 任 一 条 本 性 内 网 线 . 将 从 源 胞 
腔 出 发 , 沿 C 前 进 时 ,只 有 越过 Du 后 才能 进入 的 所 有 闭 胞 腔 的 
并 集 记 为 UTi. 将 从 源 胞 腔 出 发 沾 C 前 进 时 , 在 越过 Ti 之 
前 所 经 各 闭 胞 腔 的 并 集 记 为 UTE) WR UCTi)NUCTG) 为 网 线 
Ti 的 “前 方 *, 记 为 f(T;)。 它 相当 于 一 条 河流 的 下 游 。 
€3X 1127 jk Tydal 7) 一 0 为 相应 于 流向 C 的 本 性 
内 网 线 。 多 元 广义 截断 多 项 式 定义 为 
[5(x,»2]7, 34 Cx,y) € FT 42, 
UG = [, db Geni f Eu). 
(1.20) 
定理 1.13% 4£— slr, y) ESA) 均 可 唯一 地 表示 为 
slay) = pO 3) + Zell(n,y)127 * eu) Cry) € D, 
(1.21) 
其 中 px, y) € P, 为 (x,y) 在 源 胞 腔 上 的 表达 式 ，Zc 表示 对 
所 有 本 性 内 网 线 求 的 和 ,而且 洛 C 越过 Dali») 一 0 的 光 
B ET gi x,y) € Pa ai 
EDEHSCA T BUE XURISE X. 12, 不 难 直 接 证 明定 理 1.13. 
按 (1.217 给 出 的 任 一 个 函数 suy) 是 否 一 定 是 NA) 中 
的 多 元 样 条 函数 呢 ? 回答 是 否定 的 。 事实 上 ， 对 主任 意 给 定 的 


. 9 = 


Pry) 和 qux y), di (2D) 表示 的 Cr, y) 未 必 满 足 整 体 协 
调 条 件 , 即 未 必 能 保证 单 值 性 . 
相应 流向 图 C 的 所 有 可 去 内 网 线 Daily) 一 0 的 广义 
截断 多 项 式 定 义 为 [Cry = 0, 《x,y)《 DD， 则 如 下 定理 成 
X: 
X3 144" 对 于 给 定 的 剖 分 A 与 确定 的 流血 图 CE,s(z:,y)# 
846A) , 475i B. F1 2 
slx, y) 一 plxsy) 十 X2 (x y) 
* Qu x2. (x, y) ED (1.22) 
Ea Ua x, y )** e gule, 3) m0, 
其 中 x» 为 对 一 切 内 网 线 所 求 的 和 ，p《x,y) 5 qun. y) 的 意义 
AEH 1.13, 而 4, 取 遍 所 有 内 网 点 。 
从 定理 1.14 出 发 ， 文 献 [1] 中 已 经 指 而 了 在 矩形 剖 分 入 下 
SA) 和 5A》 的 表达 式 、 设 入 由 下 述 两 往 直 线 所 形成 : 
y 9 5) i ES * Jus 
di oxi cct L Xp Rl» Lect). 
则 有 如 下 推论 (请 读者 根据 定理 1.14 HITER). 
推论 1.15 zsy)e SMXA), 必须 且 只 须 x,y) TREA 


xy) 一 p(x,y) + 2 (aix + biy + ci) Ca — x) 


+ 5 (a;x t b;y t e) (xr— zx) 
a (1.23) 
+ 2 (wx 十 Biy + vi) 一) 


ES 2 (gx + By + v) (y — yi, 
其 中 px, y) 是 s(x,3) FRKE D, 一 (CNOIPMEM xc Xrist 
y, y « Ya) 上 的 表达 式 《3 次 多 项 式 )。 


x.) € SA), AAZREL RAE Cey) 可 表达 为 


s(x,y) 一 p(x,») 十 > ex; — xXÀ 
+ $E ax—ziüe$Edo; —»& A24) 
Pert4d imj d 


+ D Oy, 
123414 


其 中 Key) 的 意义 同 (1.23) 中 所 指 . 

有 关 多 元 祥 条 的 表现 方法 在 80 EREA 了 进一步 的 发 
HR. 有 关 这 方面 的 详细 介绍 ,我 们 将 在 下 一 章 中 给 出 ， 

有 了 多 元 样 条 函数 的 表达 式 ， 大 们 就 可 能 进一步 讨论 多 元 样 
条 的 插值 理论 .最 佳 逼近 、 以 及 各 种 理论 及 应 用 问题 。 


$3. 多 元 样 条 顺 数 插值 


设 与 整体 协调 条 件 (1.15) 相 对 应 的 齐 次 线 代数 方程 组 为 
BQ — 0, (1.25) 
其 中 9 为 由 各 内 网 线 上 的 光滑 余 因子 的 系数 依次 作为 分 量 所 组 成 
的 列 向 量 ,矩阵 中 的 各 元 素 由 {4ii(x,y)J** 展开 式 的 系数 所 组 
" 
若 以 N 记 部 分 入 中 内 网 线 的 总 数 ,是 第 i 条 内 两 线 的 次 数 ( 即 
相应 不 可 约 代数 曲线 的 次 数 ) 为 wm， 则 齐 次 线性 方程 组 (1.25) 中 
ed — Ln 7j t -t 2 
EE EDA M l 
则 按 线 代数 理论 ,(1.25) 解 空间 的 维 数 为 
N 天 一 npn 十 1) +2 
5( : j- o. 


ini 


EL g ^ rank B, 


EmiapeAnana( ”了 ”)。 即 有 各 下 定理 


定理 1.16? 


suit 2 SET nh) 2 
dimsa — (^. jes : )-». 
(1.26) 
FPH, m 8. EU E £325) 26 ELE BE LUE 
定理 1.476a 
Me k+2 k—h-I 
dim SKA) 一 人 )+a( ; )-«. (1.27) 


其 中 和 =* GALA XE 1.16, 即 NN 为 内 网 线 总 数 ,o 为 整体 协调 
条 件 对 应 的 齐 线性 方程 组 (1.15) 系 数 和 矩阵 五 的 秩 数 ， 
BREH 1.16 与 定理 1.17 从 原则 上 给 出 了 多 元 祥 条 函数 空 
[B] HCA) 的 维 数 公 式 , 但 o 的 计算 是 复杂 的 ,有 队 它 还 依赖 于 剖 
分 A 的 几何 性 质 ， 这 些 我 们 将 在 第 二 章 中 讨论 ， 
取 定 《1.25) 的 一 个 基础 解 系 
954: *7541, 


其 中 4 = dim SKA) 一 ( k H i RICL.25 8538 29 


Q a4, t ad ccc aud 


其 中 msan oa 为 实数 ， 
引信 记 号 
X$ 一 (a5,x* ty, T zy 571,94), 

并 记 hn. cs dy n0 为 所 有 内 网 线 。 由 定理 1.14. f£— 
Kry) ESCA) 均 可 表示 为 

s(1,3) 一 P3) 十 D) UG) * qi), (1.28) 
其 中 各 UG, R” 为 按 同 一 流向 图 所 定义 的 广义 截断 多 项 式 ， 
q(x,3) HAME Tihle y) 一 0 上 的 光度 余 因子 ， 而 py) 


为 源 胞 腔 上 的 次 多 项 式 ， 


记 
wry) -— (Xx, t X5), 


. }} >» 


exx,9) m CEC, yY] tX’, - -e [Cy] 
z X& mm, . yCn,»)]!x5, 
E Ux, y) ]g*! X&" ten), 
w(x,y) 23 wilr, y) Hor, y), 
则 (1.28) 可 改写 为 


(Gy) = eG (5) = eG DP o0 
(1.29) 
= Cola) oL oor (. ), 


Hh PHA Py) 诸 系数 为 分 量 的 向 量 Lm 

a (a, "ay. 
为 叙述 方便 计 ， 记 4 一 dims4(A). 设 Liel: 0525 E E TF, 
它们 之 同 不 必 是 互 异 的 ， rad Lis(x,y) = s(x, 9), AAi 


偏 微分 算 子 Ls(x.y)- "s aa le) 等 。L; 也 可 为 积分 线 
EA 
Lix, y) = {f ex ,y)s(x , y )dxdy, 
其 中 权 函 数 pCx,y) 满足 条 件 
p(z,y) 20, (x,y)€D, 
(i o(x,y)dxdy > 0, 


D 


as. 
对 于 给 定 的 播 值 结 点 组 
Gy). id 15d， (1.30) 
研究 插值 问题 
Lis xi, Y) = z, i7 10,2,:--,d, (1.31) 


其 中 2152297 7 " 324 为 一 组 给 定 的 实数 。 
插值 问题 的 确切 提 法 是 :如 何 选择 怡 当 的 插值 结 点 组 《1.30)， 
使 得 对 于 和 任意 给 定 的 实数 组 Z2;,1t* ;zy 满足 插值 条 件 (1.31) 的 


.*]13* 


样 条 函数 Cry) ESCA) 存在 旦 唯一 (如 此 的 插值 结 点 组 称 为 是 
适 定 的 ) 并 进一步 给 出 《xy,y) 的 具体 算法 . 
定义 1.18 iE 必 x,y)€ SKA), 称 由 下 式 界 定 的 点 集 
$(x,y) = 0 (1.32) 
为 (平面 ) 分 片 代数 曲线 。 它 显然 是 通常 代数 曲线 的 一 种 自然 推 
E. 

”命题 1.19 i2 (1.31) 中 的 所 有 L; 为 恒 等 算 子 1. 则 插值 结 
AHA iN) i= 1l, cd 是 播 值 问题 (1.31) 的 适 定 结 点 组 ， 必 
WARI (Cx; ia 不 同时 位 于 一 条 非 零 分 片 代数 曲线 
£x,y) 一 0 上 ,其 中 sx,y)€ SA). 

事实 上 ， 结 点 组 eyda 全 部 位 于 一 条 非 零 分 片 代数 曲 
线 x,y) 一 0 上 ， 即 等 价 于 相应 于 (1.31) 的 齐 线性 方程 组 《 诸 
L= 1) 有 非 零 解 存在 ,而 这 又 等 价 于 原始 非 齐 线性 方程 组 (1.31》 
的 解 不 唯一 , 即 结 点 组 {(x;,7;)}f=， 是 不 适 定 的 . 

定理 1.20% 插值 结 点 组 (1.30) 是 播 值 问 题 (1.31) 的 适 定 结 
点 组 ,必须 且 只 须 

Lio.(n,a) Luxe Y04 c Loin, 
det Liwa Y) Liot YD + Lioi atiy), » 0; 


L,o(xa,ya) Lawi(xesJ2)dio o7 Laoi(xe,y4)4a 
(1.33) 
必须 指出 ，(1.33) 成 立 与 否 是 与 基础 解 系 4,4577. 4. 的 选 
择 无 关 的 .事实 上 ,无 论 怎样 选择 男 一 组 基础 解 系 41,9;,*** ,gi， 
对 应 于 (1.33) 中 答 阵 的 后 d 列 与 原先 矩阵 的 后 d 列 是 可 以 相互 表 
示 的 。 即 无 论 如 何 选择 91,9;,"… ,4e，《1.33) 中 和 矩阵 后 d 列 所 支 
架 起 的 空间 是 不 变 的 。 因 而 再 添上 第 一 列 
(Loin Y Lio, Y» Lo rss Y4))T 
后 ,其 相应 矩阵 的 秩 数 也 是 不 变 的 ， 
定理 1.21% 25 (1.33) 成立 , 则 插值 问题 《1.31) 的 解 (x,y) 
可 从 下 述 行列 式 方程 中 解 出 


e 14 e 


lstx,y) wx,y) ex.) ME ext, y)0, | 
£ Lio) Lon») "vs Lus) ~ 0, 


Zi bd "EUM. t Loo xeyle 
(1.34) 
其 中 4 ,9s 29 (1.25) 的 任 一 组 基础 解 系 . 

在 文献 [上 1 中 ,我 们 还 给 出 了 下 面 两 个 算 例 . 

例 1 DEDI 123, Ruh1(1,0), 200,1),3(— 1, 
—1) BHU&R7(0,0), HERR 7,1,7,2, 和 7,3 以 形成 对 DD 的 293 
分 A. 即 DD 被 剖 分 为 三 个 三 角形 胞 腔 712,723, $1731. 

采用 维 数 公式 (1.27), 可 求 出 

dim S(A) = 12, 
除了 上 面 四 个 网 点 外 ， 还 再 取 其 它 八 个 插值 结 点 : 401/2,1/2), 
5(2/3,1/3),6(0,1/2),8( —1/3,1/3), 9(1/3, —1/3), 10(—1/2, 
0),11(0, —1/2), 50 12(1/3,1/3).. RZE 237 作为 源 胞 腔 , 并 
以 一 条 按 逆 时 针 方向 绕 点 7 流动 的 流向 作为 流向 图 C. 
人 多 元 样 条 函数 表现 定理 (定理 1.14), (ry) 必 可 表示 为 
sley) — psy) H c — X glay) 
Toit y) xi qn, 

其 中 p(x)€P, g(x,)€ P, i= 1,2,3. 

设 被 插 函 数 为 z 一 sy, MARNE 12 个 点 作为 结 点 的 插值 

RARITA RA 
((x,9) — —0.092593x 一 0.092593x 十 0.38889xy 
+ 0.962952? 一 1.6111x2y 十 0.037075y 
十 《一 0.77778x 十 0.111117) * (x — y) 
+ Cx— 01Hlily)*314(—9.27778x 
+ 1.66667y) * zi. 


例 2 设 区 域 D 为 一 正六 边 形 123456， 其 各 顶点 坐标 分 别 为 
1 W3 1 y3 
1(1,05, Te: > 2 y) (75). 


KRO, Cn B A) 


BER TLIGSI AR, MANDA A. KNAD 
网 点 为 0—(0,0. PURO, Tu, y)=0, i71, 
85,6. 

虽然 采用 维 数 公 式 〈1.27), 可 以 算出 

dim S$S(A) = 21, 

但 是 我 们 仅 打 算 考 虑 SKA) 中 的 一 个 子 空间 上 的 插值 问题 。 选 
E 061 作为 源 胞 腔 , 绕 0 画 一 条 逆 时 针 的 流向 图 忆 ， 并 强制 性 地 
规定 T 与 Tor 与 Ty, 了 与 Ts 等 上 的 光滑 余 因 于 分 别 两 两 
异 号 ， 自 然 此 时 在 0 点 处 的 协调 条 件 被 满足 . 

给 定 插值 条 件 


:0,0) — 1, sG) = G) e S. iG) mui miss 
Ox Oy 


经 计算 可 得 满足 以 上 播 值 条 件 的 多 元 样 条 函数 为 
iCx,y) = 1 + 0.31807. X 107x — 0,23285 X 1075y 
— 3.0000x! — 2.3095xy — 4.3335y! 
十 2.0000? 十 2.3095x?y 十 1.9999. y! 
— 2.3096y* + (EC, 3211 — CaoGx 2M 
* 4s) t (Ce y dli — LG Y] 
* 4s) + Gu 3) — UG 13 
* q(x,y), 
其 中 
Q(x,3) — 0.26182 X 107^'x 十 3.0795y + 2.6668, 
q(x,y) = —0.66665x + 0.38489y — 0.66668, 
g(x,y) = 0.66668x + 0.38489y — 0.66668, 


$ 4， 异 度 样 条 与 带 权 样 条 


前 面 讨 论 的 多 元 样 条 函数 ， 都 是 以 # 阶 光 消 度 来 连接 各 相 邻 


胞 陀 的 。 在 许多 实际 问题 ,如 汽车 .造船 .航空 航天 、 以 及 模具 等 领 
总 中 的 多 数 问题 里 ， 人 们 需要 的 曲面 并 不 是 处 处 都 是 以 同一 的 光 
滑 度 相连 接 的 。 再 加 上 ,数学 理论 研究 的 需要 ,促使 我 们 要 研究 所 
谓 异 度 样 条 函数 。 在 文献 [2] 中 ,我 们 提出 并 研究 了 蜡 度 样 条 函数 
问题 。 

采用 本 章 § 1 中 的 一 切记 号 。 设 祖 应 于 剖 分 和 的 内 两 线 为 
Tix) — 0, — 0, N,l(s, y) € P,, 为 不 可 约 多 项 式 ， 公 
上 的 分 片 天 次 多 项 式 函 数 Cr, y), MRE T: 上 具有 mi 阶 
连续 偏 导数 , 则 称 s(x,y) 为 一 算 度 多 元 祥 条 函数 , 记 为 xy7D)E 
SẸCA), Hth Am (no nio nu). 

对 于 这 里 所 定义 的 异 度 样 条 函数 来 说 ,只 须 作 适当 的 修改 (将 
统一 的 es HA pi iml, tt N 等 )， 则 前 面 的 几乎 所 有 的 
结论 照样 成 立 ， 例如 只 须 将 协调 条 忻 和 整体 协调 条 件 《(1.14) 和 
(1.15)) 改 为 

Salley) g(x,y) = 0 C1.14) 
和 . 
Ea. yt e gley) 8 0,7 — 1,---,M,.— CLISY 
Rm g(x,y)€ P, raj? 则 定理 1.5 照样 成 立 《其 中 # 应 改 为 
2). 
类 似 地 ,我 们 也 有 fes 
t 十 2 S fk— nGu ct D t2 
dimsiCA) = ( 4 JZ ; )-», 
| (1.26y 
其 中 a 为 作 了 相应 修改 后 的 齐 线性 方程 组 (1.25) 的 系数 矩阵 8 的 
RB 
(ICI PIS DN EE UE poe EA R II 
(x, y) los 一 gGz 9); (1.35) 
其 中 8D HDA, 9D:i(x,y)-—0. 

对 于 任何 连续 函数 eG), 只 要 £(0) 一 0， 则 形 如 gtx， 

ypy) 十 pCx，y)》 的 函数 必 自 动 满足 条 件 (1.35), 其 中 plr, 
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考虑 形 如 
Gry P(r) 十 plesy), (x,y) € D; (1.36) 
的 分 片 函数 ,其 中 GG) p (x, y) 为 给 定 的 连续 函数 , 且 ACs, 
y)€ P,. 


设 G(x,y)€ C*D), 且 
Z(G): — {Cx,7)E DIGG, y) = 0}. 
假定 对 给 定 剖 分 A. 每 条 内 网 线 D; 上 的 点 集 Ti 一 Z(G) 
的 点 数 不 少 于 不 十 1， 记 为 
NP(T,— Z(G) Sk + 1, Y i (1.37) 
形 如 (1.36) 且 于 一 上 有 具 有关 阶 连续 偏 导数 的 分 片 函数 称 为 带 
BERRA, IDO GSXCA), R GS1CA 9). 
与 $ 1 类似 好 ,我 们 有 
定理 1.21% ik S(x,y) 于 相 邻 两 胸腔 D;,D; 上 的 表达 式 分 
别 为 PKzxyy)7*PKxsy)， 则 为 使 xy y) E C"(D;jUD)) 必须 且 只 
须 存在 49;;(x，,yY)《 Pi_。_1!， 使 得 
Pz,9)— PiKxyy) 一 UsCx,y)]1*! G(x,y) * qx,y), 


i (1.38) 
其 中 Tahir) 一 0 为 D; 与 Di 的 公共 内 网 线 , 
相应 的 协调 条 件 和 整体 协调 条 件 分 别 为 
G(x,y) X allie, y) e+! * qu Y) 三 0 (1.39) 
和 
Gr Y)E a, Lr yE * q(,y) m Ov = 1,..*,M. 
' (1.40) 
进而 有 


定理 1.22 s(x,y)€ GSA)， 必 须 且 只 须 对 每 一 内 网 线 ， 
*(x,y) 均 有 一 光滑 余 因子 存在 ,并 且 满足 整体 协调 条 件 (1.40)。 

在 本 书 第 二 章 中 ， 我 们 还 将 介绍 一 些 特定 情况 下 的 带 权 多 元 
样 条 函数 空间 ， 
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$5. 多 元 有 理 样 条 函数 简介 


记 

Ras: = {plr, y)/9Cx, 7)|PEP,, 9€P,, A gCr, y) A 0, 
(z,5)€ D]. 

Shl A): — (R(Gx, y) € CD) R(Cx 3) 1o, € Raa VD:}. 

Kry) € ShA) 称 为 二 元 有 理 样 条 函数 ， 在 文献 [2] 中 , 我 
们 曾经 讨论 了 此 类 多 元 祥 条 函数 的 一 些 性 质 ， 并 得 到 一 些 基本 结 
R 

定理 1.23 设 R(x,y) 于 两 相 邻 胞 腕 D,,D; 上 的 表达 式 分 
别 为 

px y) ax), pin v) f ai(x.y) € R-,.. 
为 使 R(x,3)€ ce 人 (DiU Di)， 必 须 且 内 人 须 存在 
Milx,y) E Posso 


使 得 
Pi 9) p Y) m Lala y))" - MG Y) — (C1.41) 
glx, Y) qs, y») qila, y) 4i, y) 


其 中 Tj:iiCx,y) 一 0 X D, 与 D; 的 公共 内 网 线 。 
该 定理 的 证 明 与 定理 1.3 的 证 明 相 似 。 事实 上 ， 充 分 人 性 是 显 
然 的 。 为 证 必要 人 性 , 按 R(x,y〉 的 连续 性 ， 


= BG) 2 p v») 
NOD r M 


-. Bi 09,3) — rn Yan. y) 
gi x. 3x, y) 
于 Ta 上 处 处 为 0， 内 而 右 端 分 子 必 于 T4 上 处 处 为 零 。 由 引 理 
1.1, 存在 Mip(x,y) EP。+。-1， 使 
X Lx, y) 2 M PCr, ) 
Xen 7! HET qGs Y) e 
再 按 R(x,y) 于 Du 上 有 连续 的 1 阶 偏 导数 ,可 推 知 


T€ Unc 2g. FACE y) 
nz. y) , 
qi, y) * 40. Y) 
其 中 P(r,y)E Pare- 依 此 类 推 , 即 可 证 明 本 定理 ， 
称 (1.41) 中 的 Maley) 为 内 网 线 D; EBDECIB AINT. 
在 多 元 有 理 样 条 限 数 研究 中 的 协调 条 件 和 整体 协调 条 件 分 别 


为 
M(x,y) 
Sallya, y] e — Ai mà 1.42 
alles) q(x, y) qx, Y) S ? 
和 
PPRUL CIS + soie. m0or-—-1,- „M, (1.43) 


gx, y)gi(x y) 
其 中 M 为 剖 分 A 的 内 网 点 数 。 
定理 1.24o 对 于 给 定 的 剖 分 A， 函 数 R(x, y) € 52.(AD. 
必须 且 只 须 RO.) 在 每 一 内 网 线 上 均 有 光滑 余 因子 存在 ,， 并且 
整体 协调 条 件 (1.43) 被 满足 。 
檀 结 庆 在 他 的 博士 论文 中 中 进一步 讨论 了 多 元 有 理 样 条 函数 
的 一 些 问 题 。 


$6. n 2 FE AR DECR 


在 文献 [4] 中 ,我 们 曾经 讨论 了 ” 维 样 条 函数 的 基本 框架 ， 并 
给 出 了 类 似 于 §1 和 $2 中 的 一 些 结果 ， 

鉴于 Bezout 定理 的 * 维 推广 是 图 难 的 ， 所 以 我 们 的 剖 分 面 
(CT IDE IBI, 

设 D 为 R 中 的 一 个 单 连通 区 域 ， 用 有 限 块 超 平面 

xax dax doc ta, toleo 
对 六 作 剖 分 A。 于 是 五 被 剖 分 成 有 限 个 胞 踪 
D,,Di,: . "Das 

任 一 D, 的 边界 面 称 为 和 的 剖 分 面 ， 

定义 # 元 六 次 多 项 式 类 
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eia, 为 实数 | 。 


Pi: ws f > Ciis XI . xit 
9X etr xd 


EX n HERE URL X 
SA): 一 (SG, x) € C(D) s, - x, |o, € P,, 
了 一 l,m}. 
下 面 介绍 [4] 中 的 一 些 有 关 结 果 。 
定理 1.25 若 多 项 式 pmn.x)€P, 于 超 平 面 
ndt oe Har HIMA 
上 处 处 为 0， 则 PCr, x。) 必 可 被 IQ oo xu m am 十 
… cba, d b 所 整除 即 存在 Kenter) E P11， 使 
pz 一 人 ri xis tx). (144) 
证 明 A (a, …, 4,) 不 是 零 向 量 ， 不 坊 设 a 六 0， 并 将 
tx xs) PRon ERF 8 HE26 
PUn xs tu) m puso nf pn ur Dn 
qot Pas t Dx T Pilt tata) 
其 中 p(x,7x 298 — LE tnet B9 P 次 多 项 式 ， 
4 Ri 


Kanza ot) me (nea ZIP 十 £) 
2, a, 8, 


XP pn... 作 带 余 除 法 ,得 
AE TET Ro) xs TIERES x gro £t) 
CA 

其 中 gn, ax) E Pias f(23,,* se) € PQ, * ts). 因为 
a0, AA rC o. x2 在 * 的 投影 面 上 处 处 为 0。 从 而 
r(x = 0, RR (1.440 成 立 。 D 

fg $1 类 似 地 ,我 们 也 有 

定理 1.26 i$ Cen …，xzs) 于 相 邻 两 胞 巡 D,, D; 上 的 表 
达 式 分 别 为 Bis ctt xa Pil Ett 为 使 :x ) 
c“( DiUDi) 必须 县 只 须 存 在 gun, Xe)》E P, WERA 
式 . 
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Bins oux.) 一 人 
t qüGns Ea) (1.45) 
其 中 ralar tat) 7 0 为 D $0 D; BARAA. 
(1.452 中 的 多 项 式 Gitt) 称 为 mi 的 光滑 余 因 子 . 
我 们 约定 m; 与 mi 取 同 一 表达 式 (4-0 或 一 而 一 0), 即 约 
定 dus tx.) m lin, Xe) 所 以 按 (1.45), 可 知 
qus to E — uns Xe), 
为 使 我 们 的 讨论 更 为 直观 ， 以 下 仅 就 3 维 情况 来 讨论 《2 一 
3). 其 实 对 于 一 般 + 维 情况 来 说 相应 结果 也 是 成 立 的 . 
称 丙 相交 剖面 的 交 线 为 烤 ， 由 一 悉 所 界定 的 线段 之 内 点 均 含 
于 DD 的 内 部 ， 则 称 该 千 为 内 秋 。 凡 以 某 内 积 为 其 千 的 所 有 胞 腔 的 
并 集 , 称 为 该 内 攻 的 关联 区 域 , 仍 记 为 St C). is 
对 于 内 秆 AB 的 关联 区 域 St AB) 来 说 ,以 BA 为 轴 、 按 
右手 螺旋 系 可 以 确定 各 相关 胞 腔 的 一 个 蜂 序 。 自 然 这 个 显 序 与 以 
48 为 轴 的 按 右 手 螺旋 系 确定 的 顺序 正好 是 相反 的 .为 确定 起 见 ， 
”在 整个 讨论 中 , 对 于 每 条 内 息 ,我 们 只 规定 一 个 旋转 方向 而 自 始 至 
终 不 予 变更 。 
对 于 过 48 的 一 切 内 剖面 {xw} 中 诸 i，i 的 顺序 作 下 述 调 
整 : 使 动 点 按 事 先 确 定 的 右手 螺旋 系 方向 旋转 时 , 它 是 以 从 D; PS 
人 D; 的 方式 越过 x By. 
WE AB 上 的 协调 条 件 为 
E aix y ,2)]**! g(x,9,7) = 0, (1.46) 
其 中 Za. 表示 对 一 切 以 AB 为 其 上 一 直线 之 内 剖面 求 和 ， 
Jilt, y,2) 是 按 上 述 方式 调整 后 的 ry 所 对 应 的 光滑 余 因 子 。 
EH 1.270 FAE A, ue (x, 3,2) € CAD 
须 且 只 须 (1,7,1) 在 每 块 内 剖面 上 皆 有 一 光滑 余 因 子 存在 ， 并 
且 于 每 条 内 和 酚 的 关联 区 域 上 满足 相应 于 (1.46) 的 协调 条 件 。 
该 定理 的 证 明 与 定理 1.5 的 证 明 是 类 似 的 。 类 似 地 ， 我 们 可 
以 给 出 高 维 样 条 的 表达 式 。 设 如 被 前 分 入 分 成 圈 个 胸腔 D, 


Re 


DP。， 于 这 名 个 胞 腔 中 任 选 其 一 ,例如 D,, 作为 源 胞 腔 。 从 源 胞 腔 
D， 出 发 . 画 一 流向 图 C, 使 之 满足 : 
1? C 流 遍 所 有 胞 腔 各 1 次 ; 
2? Ó 只 从 内 剖 分 面 内 部 穿 过 ， 即 不 允许 以 穿 过 秩 或 网 点 的 
方式 进入 FORES 
3° 尼 穿 过 每 凡 剖 面 的 次 数 顶 多 为 1 
对 于 给 定 的 流 线 C 而 言 ， 其 所 穿 过 的 内 剖面 称 为 的 本 
性 内 剖面 ,另外 的 内 剖面 称 为 6 的 可 去 内 剖面 
设 madalya) 一 0 26 È 的 任 一 本 性 内 剖面 。， 从 源 苞 腔 
出 发 、 沿 流向 图 C 前 进 时 ,将 那些 只 有 越过 wii 以 后 才能 到 达 的 
一 切 闭 胞 腔 的 并 集 记 为 Ui) 将 C 越过 «. 之 前 所 经 过 的 
各 闭 胞 腑 的 并 集 记 为 U(x5)， 称 
fu) U hN U Cen) 
为 wii 的 “前 方 ”. 
对 È 的 任 一 本 性 内 剖面 muli n ya) 一 0, 广义 截断 多 
项 式 定义 为 
[leyl (x,y,2) € Gu, 
User m de 3 (3,2) € DAE Gu). 
高 维 样 条 的 表现 定理 可 叙述 为 
定理 1.28m s(a) 中 的 任 一 高 维 样 条 函数 Cey, z) BE 
唯一 地 表示 为 
s(x,y,z) = prsys2) + Xin. 9,2) * g(x,y,7), 
(1.47) 
其 中 p(x,y,:2 EP; 为 《x,y,z) 于 源 胞 腔 中 的 表达 式 ， 2; X 
示 对 C 的 所 有 本 性 内 剖面 求 和 ,并 且 当 C 越过 x; 时 恰好 是 从 
D; BA Di, 而 du(x,y.z) 为 mili, Y, 3) 7 0 上 的 光滑 余 
RT. 
X€331.299 对 于 给 定 的 剖 分 和信 和 确定 的 流向 图 C, sy, 
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*)6 SKCA)， 必 须 且 只 须 Cr, y, xz》 可 表示 为 (1.47) 式 的 形式 ， 
且 在 每 条 内 千 上 涨 足 相 应 的 协调 条 件 (1.46)。 

有 了 表达 式 (1.47) 和 定理 1.29, 我 们 可 以 进一步 给 出 高 维 样 
条 的 插值 适 定性 条 件 和 算法 、 


第 二 章 ”多 元 样 条 函数 空间 


从 原则 上 讲 , 多 元 样 条 函数 的 所 有 性 质 和 一 切 点 用 、 都 可 以 从 
本 书 第 一 章 里 所 指出 的 基本 理论 框架 引伸 出 来 。 前 章 S 2 中 指出 
的 多 元 样 条 六 数 的 表达 式 、 尚 不 便于 真 接点 用 。 因 为 它 尚 依赖 于 
整体 协调 条 件 的 解 , 以 确定 所 有 的 光滑 余 因 子 。 而 后 者 的 解 , 有 时 
需要 采用 特定 的 方法 来 实现 之 。 

如 所 知 , 多 元 样 条 函数 空间 SA) 是 一 个 线性 空间 。 对 于 各 
种 特定 的 剖 分 A， 如 何 找 出 祥 条 函数 空间 Sa 的 便于 应 用 的 
基 函 数组 ， 是 多 元 样 条 函数 研究 中 的 关键 问题 之 一 。 与 此 相关 的 
问题 , 是 如 何事 先 求 出 样 条 函数 空间 SCA) 的 维 数 dim SKCA). 
本 章 中 讨论 总 主要 问题 就 是 如 何 确定 dim SA)， 并 找 出 34A) 
的 基 函 数组 来 。 


$1. 贯穿 剖 分 上 的 多 元 样 条 函数 空间 


在 第 一 章 中 我 们 已 经 给 出 了 R* mEESDRIRSBAABNE 
X. AA A， 记 万 的 一 个 贯穿 剖 分 。 Wt A. EDRALRE F 
线 ， V 个 内 网 点 Áis tts Ays 且 恰 有 ft 条 黄 穿 线 相交 于 A4, 点 ， 
i=], F, 

EGO. 8. cc Cou PD. 是 两 两 线性 独立 的 数 假 , 即 mb 天 
eB; Gj), iel, N. 设 一 点 处 的 协调 条 件 解 空间 为 


一 [Us dc |Z g,x, y (aix T By aiis - 0, 


454 Peau). (2.1) 
L. L. Schumaker? 讨论 和 给 出 了 dim Vy 的 公式 。 
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因为 由 (2.1) 导出 的 线性 方程 组 的 系数 矩阵 中 的 元 素 是 一 些 
二 项 系数 ， 只 要 利用 消 元 法 和 二 项 系数 间 的 关系 式 ， 就 不 难 导 出 
dim yw 的 具体 公式 。 引 理 2.1 里 的 公式 (2.2) 是 文献 [6 ] 中 给 出 
的 , 它 不 同 于 L. L. Schumaker 的 原始 形式 (文献 [7]) 旦 便于 应 
Hi. 

5i 2.1 


dim V, = :d:( N): -i(i uk a [eh 


: («- 1)k — (N + I)a + (N— 3) 


tCN— 1) =). (2.2) 
EA 224 
dim 54(A,) 一 (> + pem e 5 dn), 
7 a3 


Ah LOó0 8E SURBSA, di(n) 由 公式 (2.2)? 所 给 出 ,而 os 为 相 
交 于 第 i 个 内 网 点 处 的 贯穿 线 数 , 了 为 内 网 点 数 。 

WEBB 设 第 i 个 内 网 点 A mm ley) 处 愉 有 如 下 的 n; 条 线 
相交 

aj (x — x;) t BuO — y;) — 0, 

其 中 obu — ouf455 0,1 ER P E n. 

以 4; 77 gi€ P, aol — 1,::7,22; 记过 A; 的 各 内 网 线 的 
光滑 余 因 子 。 按 A 处 的 协调 条 件 , 有 


È (a, (0.9) E di Y) [asx — x;) H By — 7) m 0, 
iel 


(2.4) 
id Qi(z,»Y T g, oix) + glr, y), 则 由 引 理 2.1, 方 程 组 


> Qji(x y) * [esx — xi) Fr 84(y — 0177 50 (2.5) 
j21 


* 26 * 


解 空 间 的 维 数 为 dz n. 

然而 从 Qi) 的 定义 不 准 看 出 , 即使 从 (2.5) 已 确定 了 所 
有 的 8;(x,y)， 多 项 式 quuin) 5 ain, y) 中 仍 有 一 个 多 项 
式 是 完全 自由 的 . 所 以 在 我 们 解 完 了 所 有 内 网 点 处 的 协调 条 件 
《 即 整 体 协 调 条 件 ) 后 ,每 条 贯穿 线 中 都 有 一 般 内 网 线 , 相 应 于 其 上 
的 光滑 余 因子 是 自由 的 . 

综 上 所 述 , 对 于 剂 分 A, 来 说 ,所 有 内 网 线 上 光滑 余 因 子 的 真 
正 自由 的 参数 个 数 为 


[人 


+2 
再 加 上 源 胸 用 上 《次 多 项 式 的 自由 窗 (“>”)， 即 可 知 (2.3) 式 


成 立 。 口 

从 定理 2.2 的 证 明 , 可 以 发 现 贯穿 前 分 的 一 大 特点 是 ,各 内 网 
点 处 的 协调 条 件 可 以 征 此 独立 地 求解 。 因 而 给 理论 分 析 和 实际 计 
算 带 来 了 许多 方便 之 处 . 

以 下 我 们 将 分 析 并 拉 出 样 条 函数 空间 STCAO REAR 
组 。 

设 Poo’ r, ERS A。 的 贯穿 线 , 并 设 T; 位 于 直线 n: 
0 十 8 十 ci 一 Esim ly Ls 因为 我 们 并 不 变 求 区 域 
D BS. 所 以 有 可 能 两 条 或 多 条 贯穿 线 位 于 同一 条 直线 w E. 
BU». ruri 不 必 是 互 异 的 。 

Wsgdnb-—^4 dE D， 其 边界 的 一 部 分 也 是 区 域 刀 的 边界 
8D 的 一 部 分 , 即 所 谓 沿边 的 胞 腔 。 并 以 D. EDEBE, Hi 
下 述 方式 引进 本 书 第 一 章 中 所 介绍 的 “流向 图 ”从 D. HR, EE 
右手 方向 洛 OD 二 动 , 并 以 遇 到 贯穿 线 的 先后 顺序 排列 所 有 的 贡 
穿线 DPF, 因为 T: RF D， 且 刀 是 单 连通 的 ， 所 以 
它 分 DD 为 两 部 分 Di 与 Dp 其 中 DCD. 二 元 截断 多 项 式 
(r2. (CEREN 1.12 的 特殊 化 ?定义 为 [6]) 

.27 >» 


ax + by 十 c;， 若 (x,y)& D;, 
(ra) = lu 若 (n»teDUur, 
和 

CT: DE Cey) = CTC y)». 

按 下 列 方式 顺序 排列 A。 的 所 有 内 网 点 ; MOT, 的 靠 D, 的 
WERE D, 的 另 一 端 排列 T， 上 的 所 有 内 网 点 ee s 
A,m,;"…*; 从 D, 按 右 手法 则 首先 到 达 的 T, 的 一 端 逐 次 往 5 
一 端 排列 F, 上 尚未 被 前 而 各 步 排 完 的 内 网 点 Ay ct uui 
Uc. 因此 uim l, mui 1, L BERR, m + 
十 mr V. AA Fe 上 的 所 有 内 网 点 ， 必 然 被 前 面 诸 步 可 
所 排 完 ,所 以 必 有 m, 一 0。 

假定 相交 于 4;,; 的 贯穿 线 为 Tias niaan 9) 为 
一 不 小 于 2 的 整数 ， 显然 这 些 贯 穿线 只 是 Dottor, 中 的 一 部 
5. ECT 4;; 处 的 协调 条 件 


mi. i) 


ii 4; i Gn y) Casi sux 中 biin} + CERTO aiia = 0, (2.6) 
tæi 


其 中 
入 
是 Pi 所 在 的 直线 及 其 方程 式 ， 设 Ai m ya) WEAR 
际 可 写成 
Y, iau n m zu) bu — y) 70, 
此 处 oj bu mauu Dinn Eri mi) 根据 引 理 
2.1,(2.6)》 有 di(m(G,D) 个 线性 无 关 解 
Cirine oiimi) 1)。 (2.7) 

过 Ai, 的 贯穿 线 的 编 序 方法 是 :” 当 我 们 面 对 2, 站 在 源 Wagx 
D，。 里 时 ， 最 靠 右手 的 通过 d; 的 贯 字 线 为 Dua 然后 从 它 出 
发 、 按 逆 时 针 方 向 帘 40; 点 即 依次 迁 到 Ts es 

ELAR (TL ler mG,D) 如 下 : l 

CP : = (Tiu: 

而 当 :-2,-.,mG, B, 


(CT) (x7) (Ti ia x, y2/ 
CPi) Cey): mi Cai; ax Toby t Ciia) GN Ya. 
0, (x,y) € 55a. 


RE 
Eiaa Dt 5,30: = (CUP (x, y)». 
xg X — sc RE EUER 
mos n 
Sii 之 4,4 T auth. (2.8) 


其 中 og, € Prei 由 (2.7) 所 确定 ， 
TRR, Siis € S(A.),1 m 1, di mCO)), B. Siis 的 支 集 是 从 
T,;, 按 逆 时 针 方 向 到 .ad 时 所 扫 过 的 角 域 。 
定理 2.3 下 述 二 元 样 条 画 数 组 
B 一 {ayt r yE Na Ges Suus IN OS ad bk, 
O&cctdck—u—l,p-1,:---,L, 
p 0pb,d44nG,),i m Mu myimd, esL] 
EERRAZE S4) HERNA. 


E E: 
$4, diOrO 
(etàscovse à 2 ijui, = 0, (2.9) 
im] jwi 


此 处 pE Pisga E Prou- ME eius 是 常数 . 
为 证 定理 2.3, 只 须根 据 (2.9) 式 去 证 明 p， 所 有 494， 以 及 所 
有 eg, UER OBIE EEX, (FJa 和 s, ERR E D 
中 人 恒 为 0, 所 以 由 (2.9) 推 出 p= 0。 
若 o4. 与 源 胞 腔 D. 位 于 D. 的 局 侧 ,根据 Si 所 具有 的 
支 集 性 质 ,在 所 有 与 T, 相 邻 的 胸腔 中 恒 有 $,,,(x,y) = 0。 如 果 
Aua SERE D, 分 别 位 于 T, 的 两 侧 时 ,引入 变换 


s. D 


Sisin = Siia = DO Bidaa Tiiu), (2.10) 


显然 , 当 4, 与 D. 分 别 位 于 n ARN ES D. ERA 
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BEBER $,,(,5) 0, Krh& Min 与 (2.8) 中 的 一 致 . 
对 这 样 一 些 A 将 (2.10) 代 人 (2.9)， 则 对 任 一 与 T, AR 
的 胞 腔 , 均 有 


mo dm) 


«COR XOT 十 > D as 0, Qu 
Hob, os, 或 者 是 9。 与 诸 49.1: 的 线性 组 合 ,这 里 Tu 
Ti 关 1;2' 表示 对 一 苇 与 相交 的 Tu) 所 求 的 和 ， 

现在 限制 (2.11) 的 左 端 在 D. 的 相 邻 临 腔 上 取 值 。 依次 考虑 
区 Aas A *- EL 为 公共 网 点 的 关联 区 域 St( 4,0, (CAL, 
…, St( 41.。,)， 并且 在 每 个 关联 区 域 SA) 处 均 按 逆 时 针 方 
向 来 考虑 。 这 样 ,我 们 所 要 解 的 方程 组 是 一 个 关于 eG. ya 
by t 6, Aley au 十 5 十 co)st 《如 果 T, 5 Tr, dB 
Z) 和 


和 


5 EN OWN CI B - l, Br (2.12) 


的 方程 组 。 只 须 适 当地 调整 该 方程 组 的 顺序 、 并 去 掉 一 些 相关 的 
方程 式 ， 我 们 可 将 该 方程 组 的 系数 矩阵 代为 一 个 主 对 角 线 上 的 元 
KED 1 的 一 个 下 三 角 方 阵 。 从 而 9Kxyy) 三 0， 并 且 由 《2.12》 
给 出 的 函数 也 皆 恒 为 0。 由 (2.8》, 在 StCALU) B9 IRIS E, 


«omn 


23 bij 21 (aix * bija? + e14,)"** i diia x5 Y) =), 
fed 1 


其 中 uc 1,:--,mCL, D, 上 述 方程 组 又 可 化 为 
d^On Qf) 
24 eu dius yi mi) 77 0, 


因为 向 重组 (2.7) 线 姓 无 关 , 所 以 
eua om Ourm d, :dz(mCl )). 
进而 上 式 对 j= i,m ERY. 于 是 (2.9) 和 化 为 


«39 e 


ritan HP Hama ns mie 


m Ptali») 


Sai, x"-»» > €;,i ifia E 9. 


i=}? j=] sm 


因为 4 二 0, 源 胞 腔 D 可 扩张 到 使 T， 上 的 某 网 线 成 为 其 达 
界 的 一 部 分 。 

重复 以 上 证 明 过 程 , 可 推 知 4,250, H 

Ezis T 0,207 l,- dU mQ,),) m 1, m 

最 终 可 得 到 gr 于 0, 且 ei, 77 0 对 一 团 at om 3, dim, 
力 )， 和 所 有 的 ;与 ji. 口 

称 始 于 内 网 点 、 终 下 于 九 的 边界 OD 的 线段 为 DD 内 的 射线 . 

-在 文 L6] 中 ， 我 们 称 一 个 剖 分 为 拟 贯 穿 章 49. (Quasi-cross-cut), 

媚 果 该 前 分 中 的 每 一 网 线 、 或 者 是 贯穿 线 的 一 部 分 或 者 是 也 内 某 
射线 的 一 部 分 。 常 以 AQ puce. 

设 构成 剖 分 AQ 的 贯穿 线 为 Li 条 , 射线 为 L, 条 , H 
上 Li 十 工 ,一 上 。 如 局 在 贯 窑 剖 分 中 所 作 的 那样 取 定 A, NEN 
E D:D,h OD s» $. 

^ 我 们 按 下面 的 次 序 为 剖 分 线 编号 。 从 D. 出发, 沿 着 6D ik 
贤 时 针 方 向 行进 (即使 D 始终 在 我 们 的 右边 )， 我 们 将 (不 重复 地 》 
依次 遇见 痢 分 线 PT Tio。 其 中 遇见 的 贯穿 线 依 次 为 Di 
Th:srLb, 射线 依次 为 Ti 3 -,TR. 以 下 常设 T; 位 于 直 
线 
laz t by te mD (2.13) 
E; 

E24 3j A, O6 GEGRTRDBUTAUTEEOU , CE LS 
AFRE L 条 射线 所 构成 。 设 AQ 的 了 个 内 网 点 为 丰 
Ar， 且 过 内 网 点 4; 的 贯 字 线 及 射线 的 总 条 数 为 N;,i 一 l,e 
VY。 则 有 如 下 的 维 数 公式 

. 十 2 ; 
dim SA) ( : ) +f 


其 中 d(CN》 由 公式 C2.2) 所 给 出 ， 


| E 
j ) OS OD, 


img 


+ 3t * 


下 面 导出 氢 贯穿 前 分 Ap 下 的 样 条 函数 空间 STCA,) 的 基 
JE. EOD, 为 剖 分 A,。 的 任 一 剖 分 线 。 我 们 从 T. 5 OD 的 交 
A p HIS T. 向 D 内 行进 ,依次 殉 到 的 内 网 点 记 为 Bi, Bias 
… Bin;， 因 此 Bo 为 D; ERE p? 点 最 远 的 内 网 点 。 设 Bis 
ge Duo ins to Dianaan 相交 而 成 。 我 们 在 Bia 
点 将 Ti 延长 ,使 与 OD 相交 。 这 桩 将 万分 为 两 部 分 ， 若 源 胞 防 
D, 整个 地 属于 这 两 部 分 之 一 , 则 我 们 从 以 Bim 为 顶点 ，T; 与 
T, 7 13,2, 7 mG s) 为 边 构成 的 所 有 大 于 或 等 于 = 且 不 
含有 D, 的 角 域 中 找 出 最 接近 于 = 的 那 一 个 角 域 , 并 记 为 Miu. 
若 D, 不 能 整个 地 属于 前 述 的 刀 的 两 部 分 之 一 , 则 我 们 从 以 Bi 
为 顶点、 与 Ti or 一 12 (ii))》 为 边 按 斤 时 针 方 向 
构成 的 所 有 小 于 = 且 不 含有 D. 的 角 域 中 找 出 最 接近 于 * 的 那 
一 个 角 域 、 并 记 为 M... 我 们 用 下 式 来 定义 以 Mia 为 局 部 支 
ROTERE (i)a: 

(Ta ler *byctcusny)€Mius 
0, 其 它 。 
显然 ， 当 T, 为 贯穿 剖 分 线 时 ，(T;)s 的 定义 与 前 面相 一 致 。 我 
们 又 定义 
(TDR Cy) = KE Dal yA 

设 剖 分 As。 产生 了 个 内 网 点 。 这 些 点 将 依 下 法 编号 。 从 
T, 在 OD 上 的 始 端 出 发 , 沿 T ADATE, 我 们 将 依次 遇见 的 
内 网 点 分 别 记 为 Aris 42 ts, 一 般 地 ， 对 介 于 1 和 工 中 的 
每 个 i， 我 们 从 T; 在 OD 上 的 始 端 出 发 ， 沿 D. 向 了 内 行进 ， 
将 依次 遇见 新 的 内 网 点 分 别 记 为 4,4.:,……， 4,,;。 注 意 ,为 误 
43 B ,我 们 将 在 此 之 前 已 编 过 号 的 内 网 点 去 掉 了 。 这 样 , 所 有 编 
号 的 内 网 点 Ani 一 l2, etni = 1,2, L 是 不 同 的 , 且 有 

9 十 如 十 -十 红 辐 下 

这 里 wz 一 0， 因 为 Fe 上 的 内 网 点 总 是 位 于 Düsisb— 
1) 中 的 某 一 条 上 ， 

设 内 网 点 Ai 由 网 线 Prin Tai coi inen SUR. 
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线性 方程 组 


bx d; iu (x, Cai gux 十 biiy + Ci jutt -= 0, (2.14) 
£z] 


其 中 ua: aux F biiy Y cuu 0 为 27 中 的 某 一 
条 且 Ta 位 于 gs b. Ag Aj (noy, WA 
liisi Gija 一 xija) P bija — You) = 0, 
其 中 Gi jubija n3 hijab SLS m(i,7). 方程 组 (1.14》 有 
di(m(Gi,)) 个 线性 无 关 解 组 : 
(di iias di ias * 7 ^s im oua? 
P—10,2,--,d1(mG,7)), 
现在 来 说 明 D, 是 如 何 编号 的 。 围 绕 着 AS 点 ， 我 们 从 
Pii 按 反 时 针 方 向 可 依次 遇 到 网 线 Doe, coo Tonus. RB 
Fin 是 这 样 取 的 : 当 我 们 面 对 点 Au 站 在 D* 中 时 , 最 靠近 我 
们 右手 的 通过 点 4 的 剖 分 线 记 为 Tj,jn。 
下 面 来 定义 函数 《Fi l e sm mO,D: 
Cia): m Cons; 
Mb s= 2,3,--,mG, D 有 
(P, ME CP, iss CT sal C tiat 十 biiny + Ci ja)» 
其 中 GR. 当 (xz,7) € liia 时 ,有 《Ti 一 0。 又 
CE dit xy) = (Ts Gn, y)", 
Bis X — so EAR GRE 


(2.15) 


mo. D 


Sis Em 23 4 is CT uu). (2.16) 
=t 


其 中 多 项 式 giia € Pi。， 如 (1.15) 式 所 示 。 显 然 . 
LS, uut T 152, diu mG, DD) CS1CA,,, D). 
如 图 21, Siju 的 支 集 是 从 Fi 反 时 针 进 行 到 Pas 的 
fR. 
我 们 有 如 下 关于 样 条 空间 Ap) 基底 的 定理 。 
$382.55 样 条 空间 SCA) 的 基 为 如 下 样 条 函数 的 集合 : 
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图 2.! 
€ = (tyr st sy) Sus 00 ab b «x k, 
oe tdak aul, a ™ 05,2, 
r= 1,2,- dim, DD. 
j10,2,-:5,/7 1,2,..*,L}. 
证 明 E 
diim n 


L, L s 
p+ 5 Ga TE 十 5 5 > €i juS i.i - 0, (2.17) 


#=1 ral =} tæl 


其 中 pEP,,2,€ Pue . 而 LINT 为 常数 。 我 们 只 须 证 明 它 们 


EFT AH e 和 Si EERE Da REHEMA 


ps. a 
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如 图 2.2, 当 r, 为 射线 时 ,只 要 AL; 不 在 T. 上 ,由 于 Siu. 
所 具有 局 部 支 集 的 性 质 ，$;,;,, ERAR 
近 ,的 胞 腔 ( 即 该 胞 蛇 的 一 个 顶点 或 一 
条 边 在 T, EO 内 处 处 为 零 。 

ET ABFE, S AQ 与 D。 位 
于 T, 的 同一 侧 时 ， 出 于 Si 所 具有 
的 局 部 支 集 性 ，5,.;,, 在 所 有 邻近 T, 的 
EE LEEA LE 2.3)。 ' 

E A; 5 D, 位 于 T, EJPS BORSE, 
我 们 令 


Bi 77 Ss 图 2.3 
"Go 
F 5 CERTE Fis) (2.18) 
WAL (SAA 2.4) S,,, 在 所 有 邻近 T, BUIRESPQOUSE, 这 里 
di, iz. 的 音义 与 42.16) 式 中 相同 。 


2.4 
对 于 前 述 的 A,;， 我 们 将 (2.18) 式 代入 (2.17) 式 当 Neri 
时 , 则 对 于 所 有 的 邻近 D, AEEA 


L, VIE MELLE 
E aA D RTR DA 2, eiusmo 
sei rej j-1 m=i 

(2.19) 


? 33> 


——— 20€ 


2 刀 一 了!， 则 相应 于 (2.19) 式 有 
gre E 4 TDS + Drs 


" dr dh m 


T 2j > €uiuSus T 0, (2.20) 


jmt imt 


这 里 ds 为 9, 或 者 9。 与 Giu 的 线性 组 合 ， Tj m Th di 
为 4,;,, 的 线性 组 合 ，Ti;;,,, m 了;。(2.19) 式 里 的 Z^ 是 对 所 有 
与 一 Pi 相交 的 TFT? 求 和 ，(2.20) 式 里 的 ”是 对 所 有 与 
T, — Di 相交 的 Tilu 1),T; RM, 

我 们 现在 限制 (2.19),(2.20) 式 的 左边 在 P, 的 邻近 胞 腔 上 有 取 
值 。 先 考虑 以 As 为 公共 顶点 的 胞 腔 ,再 孝 虑 以 Au. 为 公共 顶 
ARRE Sg. BAABA 态 .。 为 公共 顶点 的 胞 腔 , 在 每 一 公 
共 顶 点 处 ,我 们 入 次 顺 时 针 方 向 考虑 各 个 胞 耽 . 并 将 (2.19);(2.207 
式 的 左边 在 这 些 胞 腔 上 的 显 式 写 出 。 从 而 得 到 一 组 关于 

d GR Cox H by FCU) Glaxy Nar b by t c)" 

和 


dC 4» 


5 ARE xy) 


(rr 将 1 与 六 一 Ti 相交) 的 方程 ,或 者 得 到 一 组 关于 
galr, y XCar + by + ar, 4 x DICH] t5, cat, 


lx y Nar  b,y + c, )"*! 
和 


Ch 


b» eus x Y) 


tmi 


Caux 与 ner 相交 ) 的 方程 。 这 些 方程 组 经 过 适当 
排列 ,去 掉 相 关 方程 ,所 得 方程 组 的 系数 矩阵 为 下 三 角 阵 ， 且 主 对 
元 医 为 1。 因 此 ,对 《2.19) 式 得 出 的 方程 组 可 解 得 

amas 


2 * Liu uf = 0; (2.21) 


t=] 


» 3 


对 由 (2.20) 式 得 出 的 方程 组 可 解 得 
dm 
479, 21 Eridi 77 0. (2.22) 


下 面 是 两 个 例子 ,它们 分 别 对 应 于 (2.19) 式 和 (2.20) 式 两 种 情 
5. 


851 如 图 2.5, 在 (2.19) 式 中 设 
2 一 人 (ax t hyt 6,2, om di x + by He e", 


dO 
z = lax t by em, zn > : Epes 


s=} 


则 有 
Pisa 
D Fard 
2.5 图 2.6 

z, 0, (x,5)€1; 

z dtc 0, (x,y) € lI; 

zot z + z,— 0, (x,y) € iil; 

zem dbz 0, (x,y)€I1V. 
Bu z = 0, x = 1,2,3,4. 


例 2 如 图 2.6, 在 式 (2.20) 式 中 设 
z, 7 glar t by t o0 uu, m Bort by + cU, 
5i - qiC ax 十 by 十 eru, = dGux 十 by + e)", 


r37 


Lum a0 


Z, == 2 € au Laus = 5 CM 


TT TH 
则 有 
z=0, (zy)E1; 
和 十 加 一 0， (x,5€ll, 
zcbmcekm—0, (x,y) Ell 
z tz +z 0, (x,y)ElV, 
zcbm  ARmcBnc—0,  (€V; 
mci mnceoibono— 00, — (x.y)€ VI, 
解 得 z; = 0, = 1,2,-- 4,6. 
z+ z tzt amO, 
由 (2.21),(2.227 和 (2.16) 式 , 对 环绕 A 点 的 各 胞 了 腔 及 “一 
1,2, mCi) 有 


domo " 
2 eju 之 Caio + 外 je 十 euius ,3) 一 0, 
(2.23) 
方程 组 (2.23) 可 改写 为 
dzimti) 
2 Eria iirin Priimti) 一 0。 


由 于 (2.15) 式 的 线性 无 关 性 ,我 们 有 
fj 0,2 = 1,2, dim D» 
这 一 结论 显然 对 {= 1,2,24 ERZ. 
这 样 ,在 Ne nA Ti 一 Ti 时 ,(2.17) 式 分 别 变 为 


a; 9 00D 


Sart E S > £g = 0 


Lin! im] j= sæl 


- domos M» 


SA qC! 1275353 之 €i usus 77 D, 


Nel im2 j=l 


0t 


术 管 怎 祥 , 我 们 总 可 将 沽 上 胞 用 扩张 ,使 其 边界 上 包含 有 r, Emm 
线段 。 当 D. 为 射线 时 ,仿照 前 述 证 明 , 可 证 得 6470,71, 
2 让 )， P 1,2,-,m; 94 T, 269 RS TIRT 
时 ,我 们 可 证 得 4 — 0, ej, 7 0 VL 0,65, 0.1 1.2, 
dt m, )).1 = 1,2,- n, XE, SRI DIAREE 
这 一 过 程 , 可 证 明 q, — 0,655, 7 0 对 所 有 的 wsi,i 及 一 12， 
*di(mG,D)n. 口 
一 个 二 元 样 条 函数 (x, y) 《 SXCA》 被 称 为 是 B 样 条 ,如 果 它 
在 其 支 集 Jordan 曲线 外 便 为 0 而 在 该 曲线 内 取 正 值 . 
作为 8 样 条 存在 的 必要 和 条件, 有 
命题 2.6' ”对 于 给 定 剖 分 A, 车 Bley) ENANOS um 
和 一 D) 是 一 个 以 上 是 多 边 形 下 为 支 集 的 吾 样 条 。 设 4; 为 F 的 任 
一 给 定 的 顶点 ,过 4; 的 且 在 F 内 ( 含 边 界 ) 的 网 线 数 为 N;、 则 


N> (k +1) — n). (2.24) 


命题 2.6 ”是 一 条 很 重要 的 命题 。， 它 指明 ,为 了 得 到 一 个 具有 
局 部 支 集 的 B 样 条 函数 ,在 支 集 的 每 一 个 顶点 处 、 网 线 数 的 下 界 为 
(k+ DIG n). 

该 命题 的 证 明 是 不 难 的 。 事 实 上 , 既然 A 是 8Cx,y) 的 支 
ROME BLE A 处 的 协调 条 件 相应 的 线性 方程 组 解 空 间 维 
数 diCNi》 应 该 大 于 0, 即 


k- a- ER e. (225) 


因为 天 一 产 是 整数 ,(2.25) 等 价 于 

< 士 1 > 0 

Ni 一 1 

从 而 (2.24) 成 立 。 口 
王 签 沈 在 他 的 硕士 论文 (吉林 大 学 数学 系 硕 填 论文 , 1985) 中 

讨论 了 拟 贯穿 前 分 上 的 异 庆 样 条 函数 空间 SICA) KOER 问题 

《[8])。 他 证 明了 


k—nu— 


« 39 >» 


dim sao = (T )e x tt!) 


i-i 2 


+3, di, 


#1 


(2.26) 


此 处 工 为 贯穿 线 总 数 ,VP 为 内 网 点 数 ，d% 为 第 + 点 处 相应 于 协调 
RE 《1.14》 解 空 闻 的 维 数 ， 设 过 第 » 内 网 点 有 mx, 条 网 线 ,于 其 
中 各 条 网 线 上 的 光滑 度 分 别 为 Hv» tty Hu, Rig B, — min (ai, 
tu). ERHET 
kory 
dp 一 >, | -= 一 1 十 D Qe ht Dj,- 


"TT! i 
Rg 


$2. EERS 5S PEE ERI 
样 条 函数 空间 


不 失 一 般 性 ， 设 矩形 域 DD 是 一 个 开 正方 形 {C(x, 3)10 <x, 
»«1 & 

Qcxr-cecr,-—l,60x-y-—e—y.-l, 
并 用 直线 签 r— x; = 0,/— 1,---miy —yj 70, i7 3,5, 
对 了 D 作 矩形 前 分 A-—A.. 以 Di = Utii YY] 记 顶 点 
2p Ges yD Gne Ys Cien Yi PI Cx ys GTER, 

设 《一 ny m drum m 1, 为 任 一 给 定 的 内 
网 点 , CMAI 4 TREE. Diei- Dii- Di; 和 Dia; 分 别 简 
记 之 为 DD,D;,D; 和 De 过 4 的 4 条 内 网 线 分 别 是 Tohle, 
y)—x-—a 70; luz, 6—z—0; Pyili(z,y) 一 
y —yj 7 0; 和 Pal(x,y) m Y —yi—9. i, y) € CAL.) 
的 相应 于 以 上 4 Weg ROCHE ARENCEEDO mesy), dux y). Ilr, 
y). 和 Galt, y) € P4 i. 

根据 4 点 处 的 协调 条 件 , 我 们 有 

(45 十 440(x — x^" (4n E gy — yi)" = 0, (227) 


e 40 * 


因为 《* — x^ 与 (y — y" 是 互 质 的 , 所 以 存在 nx», 
(x,y) € PL, 使 得 
gu + 44 — (y — y" e hoga 44 = (x — x n. 
以 之 代 人 (2.27), 即 得 到 
ECDC — x2" - y — yi"! e 0, 
从 而 有 
n(x,y) = —t(x,y) = :d(1, 9) € Pai 
这 样 我 们 就 找到 了 光滑 余 因 子 间 的 数量 关系 式 
20 40.2) qu 9) = (y — x) dry), (2.28) 


4du(x,y) E Ialay) 9 —(x — x)" - d(x,y). 
按 以 上 的 推导 过 程 ,我 们 还 有 : 若 &4—((I—2)2, W 
di n, y) 十 dux, y) = du(x, y) F dux, y) 9 0. (2.29) 

取 定 胞 腑 De 作为 源 胞 脱 , 并 按 下 述 方式 形成 流向 图 C: 从 
Dy 流向 D; DDAR, UE US RE DEA Do, :* *, Di, 然 
后 再 依 先 后 湛 序 流 人 Das***,D;,. 

根据 第 一 章 定 理 1.13, 我 们 有 

32.99 任 一 s(x,y)& SXCA。+》 均 有 如 下 唯一 的 表达 式 
(0 & p « &) 


ai) oia e Sb aen 
+ XlaGaX»- X" X (2.30) 


* PI di(x,yXo — x)" Cy — 54,05", 
j-1 


其 中 peP, b; 和 6€ P, , 5d;€ Paus TEE 
; P, = (0), 541 «0H. (2.31) 
众所周知 , 当 X= LDO Spo) M X - C(ODXpe-— 
00) 时 ，(p 十 2,4 十 2) 阶 的 笛 卡 尔 乘积 样 条 函数 在 居中 是 称 密 


e 44 v 


的 。 从 而 下 述 定理 为 真 (L101): 
定理 2.8 若 A 取 遍 如 的 所 有 可 能 的 第 形 剖 分 时 ，$XCA》 的 
并 集 在 X 内 的 闭 包 是 整个 X 的 充分 必要 条 件 是 soe (&— 2)/2. 
E > (一 2)12 时 , 则 该 闭 包 仅 是 由 所 有 以 下 消 数 组 成 的 空间 
PC, 9) 十 ds, 9) e fOr) 十 Cay) * 2D, 
此 处 px,»2€ P1, 4(x,y) € PL, isrCx,y) € P4. ui 
引信 记 号 
Om a yr ky 
Om ym ys op m uer 1。 
一 元 规范 化 8-~ 样 条 为 
B;(x) 一 Bao) = (z; 一 ED | tig-23 xl 
eX ceca. 
Ci) = Cis 7 Cy; 一 Vion) | Cii] 
oC y+, (2.32) 
i=l, emt ut2; j=l, eent ab 2, 
XE 2.900 


dim Can) = (T )eoe»(5 1) 
k— 2n s 
+mn( ) ). (à*5) 


M u«(k— 2)/2 Ft. Sil Am) 的 支架 函数 为 
B: [xh7toctteyop, (x), ye trlC; nr2Cy) > 
x*y* B parl E)E aus, (2.34) 
Ep os«aoc-bzu0sccTdsuip-—l,,smtgact2 
h4-—10,-.54 sd 2;:0& ur À—21a—2, 
3 42 (&— 2)/2 hf, SCA.) 的 支架 通 数 为 
B: -e [ay y 8, La G0 Y C a O) (2.35) 
其 中 一 pz 一 1 所 wv 过 1， B 2k—20—1&utvsk, 
i=j, -mt ad 2; —0,-,85- ub 2:0 act bm E — 
a— i; 0&cc-tdchà—pu—l, 


*» 42» 


以 下 介绍 简单 贯穿 剖 分 及 其 上 的 样 条 表 数 空间 。 一 个 贯穿 部 
分 A， 说 是 简单 员 穿 前 分 ， 如 果 于 其 中 每 一 个 内 网 点 处 仅 有 两 条 
贯穿 线 相 交 。 常 以 A. 记 简 单 贯 字 剖 分 imple cross-cut), 
A, 显然 是 矩形 剖 分 的 相当 一 般 化 的 推广 ， 而 且 有 关 拓 者 的 所 有 
结论 又 可 完全 推广 到 前 者 上 。 下 面 介绍 一 些 相应 的 结论 。 
由 本 章 定理 1.2, 有 
推论 2.1909 
din iA.) = (^ M DE: n Y )+ r(t n: 
' (2.36) 
其 中 工 为 A, 中 贯穿 线 总 数 , 了 为 内 网 点 数 。 
在 L101] 中 ,我 们 还 证 明了 
定理 2.11 简单 贯穿 部 分 A。 上 的 样 条 函数 空间 SCA), 
0s uk HERO 
B: m [xy ny CT ey), y'CP OR Gs CT Ds (n y)l 
“æv, TNTND d, Osca cbe ke cde 
&— u—1, 0f Ege k-—2u—Jl,u,v,i7 1,5, 


L}, (2.37) 
其 中 函数 yE Gs yX P8 Gy) 8 2248 i 
才 存 在 . 


对 于 简单 贯穿 前 分 ， 也 有 类 似 于 定理 2.8 的 结论 成 立 。 为 叙 
述 此 结果 , 先 须 引 人 一 些 记 号 。 设 简单 攻 穿 前 分 A,。 中 请 贯穿 线 
的 法 向 量 集 合 为 (Cond) es HA Canh) 5 Cosbi) 线性 无 
KG i) 又 以 C 一 [cp] 表 一 矩阵 ; Tiia t hy t emh 
为 一 族 直 线 ; 且 设 简单 贯穿 剖 分 A,。 一 ACN:C) 由 贯穿 线 b; 一 
lipis? = l,e, Him t, N 所 组 成 ,其 中 每 一 lipi 3329 
T, LEER, Fie 

SN): ~ U SCAN, C. 


E212 SCN) TED BK SR E m Sole St EUN 
ZI 


的 闭 包 是 CCD》 的 必要 充分 条 件 是 e 委 (一 2212。 若 a 
Ck — 2)/2, W SCN) 的 这 个 闭 包 是 形 如 下 的 连续 函数 空间 : 
Pxsy) + qx sy fax + biy) t b gn(x,y)fnCanx + byy), 
其 中 pe P,.4, t, 49€ Ping- 而 fis d “fy 均 为 一 元 连续 图 
数 。 

自然 ,如 果品 是 有 界 域 , 则 上 确 界 模 和 上, 寞 拓扑 可 被 采用 。 

下 面 讨论 定理 2.3 中 的 5,i《x，,y》 等 的 计算 问题 。 

按 si.ix《z,y) 的 定义 ， 关键 是 计算 《2.7) 中 的 Caius sss, 
4; i mast m l, dm 人力 )， 亦 即 , 如 何 去 求 解 协调 条 件 所 
界定 的 方程 组 (2.6)。 细 而 言 之 ,上 述 问 题 可 简化 为 去 求解 线性 方 
程 组 


2 gx Yar + g,y)^" zs o, 


此 处 g, E Pruis H a8, —a8,0( 29r). 显然 , q(x,y) 可 
表现 为 
qx, y) = $31 ear tt By amr Bay. (2.38) 


git jgk] 


以 此 代入 上 述 线 性 方程 组 , 即 得 到 其 等 价 形式 
No PUR RUP 


tml »4Igitjek teg ace i — P 
: afa Bi *BITT s attey* DIO 三 0, 


其 中 c5: 一 0， 若 i < 0。 令 上 面 各 独 项 式 系 数 分 别 为 0, 即 诱导 
出 与 上 式 等 价 的 方程 组 


( : ) E Jatera nSize si m Ò, (2.39) 


t=) Sem] iju 


对 一 切 SiS m, Mutila msgk, 
所 以 原则 上 讲 , 求 解 协调 方程 组 的 问题 ,就 是 求解 形 如 (2.39) 
的 线性 方程 组 的 问题 。 为 使 我 们 的 解法 更 便于 理解 , 现 仅 就 一 
3, B. Cash) = (0,1), (05,82) = (1,00, (0,83) = C1,1) 的 情 
况 来 介绍 CL61)， 


t 44 o 


设 C. E Cuis CC-:]， itt 
C., €T [Co uo Chu- vs Cu uat = 1,2,3, 


考虑 系数 矩阵 
AL -— [APAMA], 


其 中 ott 和 AS WH (m+ D X (n a) E: 
ed) 
其 中 ose ns (^) co gis 
ce) 


c»v() — ev) 


**59 beer ba] itii o $c 4 4. 


9 
ta- aX — KH) 


1 (d 
[PE 0 
Oe 0 

(y [ar š 
0 
KE EX 
iaces id —i1y{ 
( rt uU 
gett$vt tete pt. H 


etje 


0 .! 
7 1 ` 0 (m — ix Cata |) 


于 是 (2.39) 可 表示 为 

| A,CL 0, mentik, (2.40) 
注意 到 An 是 满 秩 的 。 重 写 C, E IC, Coa Cm] 为 LCa Caz 
Caj, Xm C. 和 C. 分 别 为 4 十 1 和 2m 一 34 一 1 维 向 量 . 


其 中 
cr 
| cor (7) con(" 1) 
FOE omma 
CUu REL NUR, 
laia) em Cm) 
TA ,) GO a) 
et) ena 


ee 


9 


视 整个 CL, 为 参数 ， 然 后 去 求解 Cm 和 Cu. 分 别 如 下 两 种 情 
m: 

(D m-—24-t r,r Zl. 

此 时 (2.40) 可 写 为 


C, = CIH pKa RA — Rae)C%,, 


2.41 
Ch: 一 —K, mR mC mas £ ; 


e" ez o f 9 


est t $t ct 


fm ~ j ) 


„essas M „ease 


uem. Qnem 
E Ce cay 

且 
CD) ER 
| 人 ie 


"eat 29299" ll **-2-** 


这 里 Ram Ra 分 别 为 (m 一 u) X(Gm— 3a — 1) 48 (a 
1) X (2m 一 3& — 1) H. 
QA 


e= [GN 


剩 下 的 只 须 来 求 K. 的 逆 Kz。 引 人 记号 


. 
im- at t) 


PCr) 一 D) dat: = agla) 
img 


则 有 
CP DPA) f d, 
-pQ) EM 
EK 4, 
b p 
») -— —1Y^(m-—a 
exo - X (J - a) 
(0m aud y—i—1)p?(1), 
ij 


» 49 .+ 


le 
(0 —-w)- 


(n= wi - uw) 


(2 = ei = aa) i MC = owe (P n Ya mem Or D I) 


* 


i- 
(1t — «x 


G= s) yao) ($ Ve set = saei = 


i0 
0 
0 


T 
d 


peseseccev T 


t 


III teg 


9 de 


0 


- (g—7X2—7) 


Ca: r) 
0 
0 


T 
T 一 二 
(un 


CT 一 只 


i(T — 9) 
0 


it 


1 一 和 


" 


yet - x» 


1 时 


ita-2]| 


-"n 


. $0 * 


—À o M 


— 


列 我 们 有 


go») d, CDG et | 
: 一 U. : i T. : | 
e i KD: bh 


所 以 
KI 一 TFT 
其 中 Ua 一 [a;l fU 
D, S o0«&icie&e 
"T i-o — (a — i, d 0g imTE S. 
(IH) m & 2n. 
AË 内 十 1> m p), 则 Co 一 0 故我 们 仅 讨 论 
Gao D/2«m&10 的 情况 ， 重 写 (2. 40) 为 
C, 7 C2 FLE; V.C, C. = —EZV. Cu. (243) 


其 中 
c» ( 


LA er 


E 2j 0- 


E (m—.)x(íct) p 


. SE» 


V. 
V. am V. , 
V. 


Vm” Vu E On — m 1) X(2m— 34 — 1) OBS, II 


0 1 
Yo -— a? s LÀ 
i 0 (2g 73i 17 (23 —3 —12 


ee eec) 


gero exl2- 


Qo x 


写作 


E æ: Ea’ 
其 中 
上 } 
u PM 
Ep v LI T . 
er Q 
l 
显然 Ene Ew;， 所 以 
| E. 0 | 
—EQEQEIN EQU 


于 是 只 须 往 求 EL. TRARA ERER. EX 
Lob 


gn zw Ets- £i. 
Gn = | 8a $7 Fakat Esbe 
2m Ut Basha Eas 
则 其 逆 矩 阵 为 


Gsi “a, 
ap 


Gju + L Clm, G4 d. Gu, 


ax x, 
G; d. 5 . 


—] 


-l i 
v,Gz, d. 


其 中 a, m Eue 一 DGL 

总 而 言 之 ,对 于 满足 Ge +1)/2 <m sk GER m, REI 
可 用 (2.41) (WR m 7 24), R (2.43) (WR m< 2a) 来 求 
C, 一 [CCC = [Ca Cm C5), 其 时 40D 个 向 量 
[Ci some t* Cul 依次 到 为 [30:… 0 [0:1, 0, 0]， 
73 [0,:4,0,1],. ER, 如 果 m s Gp t 10/2, 则 C. es 0. 这 
样 一 来 ,对 于 满足 ecd m RBS m, CRAE SUE 
之 , 形 如 (2.39) 的 方程 组 (n== 3, B (a8) = (0,1), (gb2) 一 
(1,0), (2,5) 一 《1,1) 的 解 已 经 求 得 。 

AFRE e< 4 的 诸 情 况 , 具 体 给 出 KZ 和 EZ. 


» 53 。 


当 志 一 0 和 r= 1 时 ,情形 (II) 不 会 发 生 。 而 上 一 0 时 ,K。 
是 一 纯 量 1, 因 而 它 的 逆 也 是 1。%* DENS, 
i—m 一 (m 一 Mi 


天 一 | 
| 1 1 


w[i gr] 
Lad 1 m * 


当下 一 2 时 ,情形 (ID DUE m — 4 时 出 现 ,而 此 时 


LUE 


XDPS-251mz5, RGA 
1 m—2 (m — 1)}(m — 2)/2 


K = |—2 —(2m—3) —m(m — 2) 
] m-1] mm — 15/2 
当 &# 玫 3 时 ,情形 (OD) (34m — 6 时 出 现 , 其 时 
一 20 一 10 一 4 0 
15 10 6 0 
E; = , 
-6 -5 -—4 0 
l 1 1 i 
而 
wir =] — 0 
" 6/5 145 3 0 
T 3/4 -—2 一 5/2 0 
1/20 1/5 1/2 1 


HFre=3 Nm 7, 

一 1 —(m— 3) —(m — 3)(m — 2)/2 
3 3m—8 (mo— 3)(3m— 4)/2 
一 3 —3m +7 —(m — 1X 3m — 85/2 

1 m-—2 (m — 1)(m — 25/2 


ibo» 


—(m — 3)(m — 2) (m — 15/6 
m(m 一 3)(m — 2)/2 
—m(m — 3) (m — 1)/2 
m(m — 2)(m — 15/6 


当天 = 4 MVSESERARDORS mz 7 时 存在 ,而 情形 (DD DO m 
7 ,8 才 出 现 。 其 时 ,我 们 有 


35 15 5 0 0 
一 35 一 20 —10 0 0 
E, =| 21 15 10 0 of 
—7 —6 —5 0 1 
1 1 1 1 0 
2/7 3/7 2/7 0 0 
—4/5 —7/5 —l 0 0 
了 一 | 3/5 6/5 1 0 oj, 
一 3135 —8/35 一 217 0 1 
1/5 3/5 1 1 0 
70 35 15 5 0 
一 56 一 35 一 20 一 10 0 
E,-—| 28 21 15 10 9], 
—8 —7 一 6 -—$ 0 
1 1 1 1 
1/2 3/2 5/2 512 0 
—12/7 一 3917 —68/7 —10 0 
Ej = 2 7 13 l4 0 
—4[5  —3 —6 一 7 9 
1/70 1/14 3/14 1/2 1 


E pmt, Emi, ROA 


+ $57 


—4  —4m-F15 —(m— 4)(2m — 5) 
6m —21  3(m — 4)(m —2) - 1 
—4  —4m--13  —(m — 2)(2m — 7) 


row EDO 


(m — 4)(m — 3)(m — 2) (m —4)--m 


6 24m 


| (m — 4m — 3)4m —5) | (m—4Y--m 
. 6 6(m — 1) 


(m — 4)(m — 1)(2m — 5) (m —4)--ml* 


2 4(m — 2) 


(m —2)0n — D(4m —15)  (m— 9)---m 


6 6(m — 3) 


Km — 3)m-—2)m—1) mtm 
é 24 (m — 4) 


$ 3.1- 型 三 角 剖 分 上 的 样 条 函数 空间 


所 谓 1- 型 三 角 剖 分 ， 乃 是 在 矩形 剖 分 的 基础 上 、 连接 各 个 矩 
形 胞 腔 的 妊 率 为 正 的 对 角 线 所 形成 的 三 角 剖 分 。 不 难 理解 ， 如 时 
原来 的 矩形 部 分 是 均匀 的 , 则 由 此 产生 的 1- 型 三 角 剖 分 就 是 一 类 
特殊 类 型 的 贯穿 剖 分 、 在 本 节 中 , 我 们 主要 讨论 这 种 均匀 的 1- 弄 
三 角 前 分 ,不 失 一 般 性 , 设 DD 是 一 个 矩形 区 域 
: D = [0,m]9[0,n1, 
其 中 mm 和 #*# 均 为 正 整 数 ,一 般 上 型 区 域 均 可 化 为 若干 矩形 来 处 理 ， 
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1- 型 三 角 剖 分 常 记 为 
Aj :ixedy—-—ijxrx—yr-h, 
Rm i-—1,-,m—1,771,--,5—1, Hh —s2-1,:*5, 
坟 一 1。 作 为 本 章 定理 2.2 的 直接 推论 ,有 
推论 2.138 
, 7 k42 " ;k—nu-1 
dim AR )=( l )- Gm+ 2a — D e ) 
十 《位 一 1 一 1)， (一 闫 一 CC 
+ 1)/2]) e (k — 2a + [Ca + 1)/2)). 
(2.44) 

如 司 本 章 命题 2.6 OR EEA ATL 上 构造 具 

局 部 支 集 的 样 条 函数 ,必须 有 
k > (3a 十 1)12。 (2.45) 

从 应 用 的 角度 考虑 , 对 于 给 定 的 光滑 度 n， 人 们 总 是 希望 构 
造 分 片 多 项 式 次 数 尽 可 能 低 的 、 和 具有 局 部 支 集 的 样 条 EX. 按 
(245), 它们 是 

SKA2:),51A222,8$(A22),5 A22), 。 

样 条 函数 空间 SAR) 是 熟知 的 。 事 实 上 , 对 于 任意 给 定 的 
ZAH A, SA) 中 的 最 小 局 部 支 集 样 条 ， 是 一 个 以 网 点 为 心 
的 关联 区 域 ( 星 形 区 域 ) 上 的 锥 
形 函 数 ， 其 锥 顶 位 于 该 网 点 的 
上 方 ,而 支 集 为 该 关联 区 域 .在 
有 限 元 理论 中 ， 这 已 是 众 所 局 
知 的 了 。 

下 面 讨论 SAN) 中 的 局 
部 支 集 样 条 函数 ， 

P. O. Fredrickson"? 曾 
经 构造 了 空间 SAL) 中 一 
类 具有 最 小 局 部 支 集 的 样 条 函 
数 ， 今 用 B' jg Fredrickson 


的 局 部 支 集 样 条 ,其 支 集 如 图 2.7 所 示 , 用 面积 坐标 来 表示 该 样 余 
是 方便 的 。 在 以 4,B 和 C 为 顶点 的 三 角形 .上 ,线性 多 项 式 。 由 条 
件 a(A) = 1, a(B) = a(C) 一 0 所 确定 ;类 似 地 可 确定 线性 多 项 
式 5 和 c。 显然 4 十 8 十 c 室 1, 且 可 用 a,b, 中 的 任意 两 个 作 
为 独立 变 盘 来 表示 和 酝 何 多 项 式 、 采 用 面积 坐标 ， 样 条 区 数 B' 可 
表示 为 

Qasr 77 95, 

Q nc 77 e(a + 3c), 

Qane = 3(a + dY — 2(a! + d) — 3ad(a + d), 

Q pe = 1+ 3(a +d) — 3( + d?) — 3ad(a + d), 

其 中 Qaar Qac ancs W Quoc 分 别 为 “ 阳 角 ”,“ 边 ”,“ 内 部 ”， 
和 “中 心 ” 三 角形 处 B! 的 表达 式 。 

在 图 2.3 中 , 我们 给 
出 了 B! 的 另 一 形式 的 表 
达 式 。 

鉴于 定义 在 三 角形 内 
的 任 一 二 元 3 次 多 项 式 都 
可 由 该 多 项 式 在 3 个 顶点 
处 的 函数 值 、2 个 VET AR 
导数 值 、 以 及 其 在 三 角形 
几何 中 心 处 的 范 数 值 所 唯 
一 确定 . 所 以 在 图 2.8 vp, 
我 们 正 是 采用 这 种 方式 来 

& 2.8 表示 该 局 部 支 集 上 的 样 条 
函数 的 。 即 在 三 个 内 网 点 处 的 有 序数 组 分 别 表 示 在 该 点 处 的 B', 
D,B',D, B! 值 , 而 各 三 角形 内 所 写 的 数 为 B' 在 该 三 角形 几何 中 
心 处 的 值 . 
pgs dX OD, 可知 
dim SA = 2(m + 2)(n + 2) — 5, (2.46) 
因为 (2.46) 中 含有 2m# 项 ， 所 以 只 借助 于 B 的 平移 ,不 可 能 生 
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成 SA 中) 全体。 为 了 弥补 此 缺陷 , 在 113} 和 [14] 中 , 我们 引 作 
了 另 一 类 具 局 部 支 斥 的 样 条 函数 
B(x,y) = B'(—x.—y). 
Biju 3 部 是 SAR) 中 具有 最 小 局 部 支 集 的 样 条 函数 , 常 称 之 
为 中 样 条 。 精确 言 之 ， 它 们 可 称 为 基本 样 条 函数 (Fundamental 
spline, [13, 14])。 下 面 我 们 将 证 明 ，8'、B* 及 其 平移 所 得 的 样 
条 函数 集合 还 是 空间 5;(A 钨 〉 的 一 个 生成 集合 。 进而 我 们 将 指 
出 如 何 从 中 选 出 空间 $(0A22) 的 基 函 数 来 ， 为 此 考 塌 
Bf(x,y): = B'(x— i y —D, p = 1,2, 
并 定义 如 下 的 下 标 集 合 
Q,: m= ((,Di B5 在 D 上 不 恒 为 0}， 


显然 0,U 2, 的 基数 是 m 十 2)(s 十 2) 一 2, 它 比 空间 SA) 
的 维 数 2(m 十 2)(n 十 2) 一 5 要 多 3， 所 以 集合 
 -—(BiG.DeoutG De oJ] 
是 线性 相关 的 。 虽 然 如 此 ,以 下 我 们 将 指出 , 络 是 空间 CA 31) 的 
一 个 生成 集 ; 
P 2.1409 
SAO.) 一 span( 2}. 
事实 上 ,我 们 可 以 证 明和 更 强 的 结果 : 集合 
,-— (BS, BLIG.D € Qi(m,n t1), 
(5,:) € Q,(m +l, nimt 1,5 — 0) 
在 区 域 了 上 是 线性 无 关 的 ， 
记 


F(x.y)- 20 ciBiCzyy) 十 2 diBi(r,y), 
DEN, a.peg, 


此 处 enun m deu. 一 dos uam 0, IGRIEHCBHE B 中 所 有 
样 条 函数 的 线性 组 合 , 则 我 们 的 目的 是 在 

F(x,y) = 0, V(x,D€D 
的 假定 下 , 往 证 F(v,)) 中 的 所 有 系数 均 为 0， 设 Di, [ict 
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1]@[i — 1,7]. HREF Dj; 上 F(x,y) 5m 04。 利用 下 述 诸 方程 
F(,)-F(,-—UD0-F(-cl,—D-F((i-1,D 
—D,F(i,)-D,F(i,j— D) = D,F(i t 1,j— 10D 
= D,F(i 1,5) = D,F(i,) = D,FG,j — 1) 
-—D,F(ictl,—10)-D,F( 1,5) 
-rf(io0lii)-r 十 二 一 二) = 0， 


及 由 图 2.8 所 给 出 的 值 , 可 建立 下 述 线 性 关系 


fi s p—6 —9 44 
€; m a 3 
Fija —6 一 8 3 
Cisi- —6 —7 2 
d; 7 2 -—4 
diii 4 6 ==3 dia 
dij =- 1 2 —2]* T l 
diti 7 9 一 3 Cija 
dinja 4 3 
disti 1 E =] 
disi 4 4 —1 
Ciaj =F “3 1 
=E; i x: = 一 3 一 才 21-2 


因为 假定 于 整个 D 上 , Fixy) = 0, 所 以 上 式 对 一 0…， 
m —l;j—l,,8 EY. Mame 
€. iai m (3E E l)en — GR Dd esu a H (5 + Dacus. 
duras TS 3i u un FG H dmna (it i-e, 
此 处 (m-—i45—jo1)€ Q, (mo-1—i,8—5€92,. 

因为 enun 一 deus 一 dus, 一 0， 从 上 式 可 推 知 所 有 的 
€i 和 dij 154529 0, 即 zB, 在 D 土 是 线性 无 关 的 。 鉴于 B, 的 
基数 与 空间 SCAN’) WERUHA, 所 以 45, 是 SAR) 的 一 组 
EAR. e 
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SE LAE Uk (Variation diminishing) 算 子 
(QD, 一 p2 Ki, PBC, y), pu 1,2, (2.47) 
DP» 
命题 2.15 x p feP, p—1, 2, mri X R 
立 : 
V'(fyx,y) 三 KEZDA (2.48) 
显然 ,只 须 证 明 (2.48) 式 对 1, * 和 ? RRT, AR 
须 证 明 在 每 个 三 角形 胞 腔 上 相应 的 恒等式 成 立 。 按 前 面 对 图 2.8 
所 作 的 说 明 , 只 须 往 证 O 与 了 在 三 角形 顶点 处 的 函数 值 ， 两 
个 工 阶 仿 导 数值 ,以 及 三 角形 几何 中 心 处 的 函数 值 分 别 相同 即 可 . 
事实 上 ,我 们 可 以 利用 图 2.8 中 给 出 的 值 , 不 难 ( 但 要 继 心 ?证 明 它 
们 。 详 细 证 明 留 给 读者 自己 去 完成 ， 
根据 (2.48) 式 ,我 们 有 
> Bi(x,y) 一 > Bi(x,y) = 0, (2.49) 


DED tD tO 
$ (it +) Bey) 
dD EO, 3 
= 5 (i i) Bi(x.y) = 0, (2.505 
reg ^ 3 
S (; 一 i) Bü(x, y) 
Geo, 3 


ay ( + +) Bi(s,y) = 0, (2.51) 
(i) EO: 


引入 记号 
Blis hin. hihi h) 

= (Bi, Bii Cii) € Qn. his hiis h) CF) € 9.1. 
PISA. Au h) 

= (Bj BIG, € Q,, Cst) € Qi ih hi 52), 
入 ,ji hiis h) 

-= {Bii BIGi) E QU, hih h) D € 0105,52), 

TP 


SIS i bil) 
= (B, B1G,D € QCh) Cst) E Qin hiis h). 
下 面 的 定理 指出 了 如 何 具体 地 选取 SICAT.) 中 的 具 局 部 支 集 
HÆRRA. 
PALI ZW Vh his hP 一 1,2) 是 SAR) 的 
基 函 数 ,必须 上 且 只 须 (5.42, Gas 40 M Gsh) 3 点 不 共 线 ; 
M pid. 是 SA n) HEAR, 必须 且 只 须 m 


A), Goh) 和 (i — 3, n+ 3) 不 共 线 ; 
Blis hiis hiin h) 是 SAL) HERR, VAER 须 
f, T i, h 3 3 NS 和 (5,5) 不 共 线 。 


证 明 ” 仅 就 ? = 1 的 情况 来 证 明 第 一 个 结论 。 其 它 结 论 的 证 
明 是 类 似 的 ,请 读者 自己 去 证 归 ， 

先 证 必要 性 。 假定 I vhi hi. h) 是 SAS AAA 
数 ， 如 果 Goh) (inh) M Gsh) 共 线 。 设 


P. 
22, PG t 22 dB) = oy) ED. (2.52) 
按 定理 | 的 证 明 , 上 式 等 价 于 《2.46) 式 。 若 令 ciuin T euim 
cuj m 0, X Ci — 4X5 — 10 — G — 6005 h) fi (m— 
in jt 1) 一 Gu. Goh) (ay 入)， 则 不 难 推 知 (2.46) 有 非 平 
凡 解 。 从 而 8 "(5.4 hi h? Rec EREEIROR EGGS BOE 
矛盾 。 必 要 性 得 证 。 
另 一 方面 , 若 Cini), GÀ 与 (5, 5) KRIER, BA 


| 
F 


LJ 


> 


一 一 一 一 -一 一 一 -一 


iR 18(2.49)—(2.51), Biao Bl, 和 Bl, 可 用 B 中 其 它 的 样 
条 函数 线性 表示 。 因 为 48 Re SAL) 的 生成 集合 ,是 故 SM, 
his hiis h) WE SAS) 的 E 
生成 集合 ,又 因 Z'lishiishs 
为) 的 基数 检 为 dims Ai), 
所 以 它 是 SAO WEAR., 
充分 性 得 证 。 N 

以 下 我 们 讨论 SAR) 空 
间 的 基 渗 数 问题 。 如 所 知 ，P. 
O. FredricksonU? %2 Hih T 
如 图 2.9 所 示 支 集 上 的 样 条 p 
数 BESAN) 采用 面积 党 
标 , B 的 表达 式 为 

Rsps = P'(b + 24), 

Reco = 2(b + eY — (b+ ce) — 2(Pc + be), 

Ranc = 6 — 12(b 十 bc 十 + 8(P t e) 

十 12Cbic 十 be?) 一 【天 十 c9) 一 2(Pc be), 

虽然 一 个 2 元 4 次 多 项 式 只 有 15 个 独立 参数 ,但 是 为 讨论 方 

便 。 我 们 用 每 个 三 角形 胞 腔 三 顶点 上 的 泡 数 什 。 MA 2 pda €] 


nena (i 2, 2 LM AR 2) 来 表征 这 4 次 多 项 


式 。 自 然 我 们 已 经 要 求 (或 假定 ) 这 18 个 条 件 是 相 容 的 ， 且 怡 有 
15 个 独立 参数 ,它们 唯一 攀 定 该 多 项 式 。 几 2.10 指出 了 按 此 方式 
表现 的 B(x,y)， 

AE 


Az (bb bes 
4: (r-i Tit?) 
A (pp peT’) 


d; MATER. 


Q(Àu- La Luo, i 
4,: (i pp” P") 


2.10 


定义 


BG): = BG — y — D 
与 下 标 集 合 
0: — ((6,)| B5 FD ERER O0}. 
显然 9 的 基数 是 (m 十 3Mn 十 3) 一 2, H 
O = (G,D 9 CAM, 1), 1,701 
i= —l, em tl; = —l,e8snd A 
由 本 章 推论 2.13, 可 知 
dim $3 AQ.) = (m + 5X + 5) — 18, 
它 大 于 9 的 基数 《mm 十 3008 十 3) 一 2。 所 以 (B41G,D € 0) ^ 
足以 生成 整个 空间 SAT. 
在 [14] 中 ,我 们 证 明了 ，3S(A 中 ) 中 所 有 具 局 部 支 集 的 样 条 
函数 只 能 生成 SKAL) 的 真子 空间 。 为 此 , 先 给 出 
定理 2.1754 
:-—lBj,(x— pi 96 G-y- 0nG,DE2, 
p—0,5,m—1;4—90,:-,5—]lire —n,,m— 1} 
是 空间 SKAL) BS—fHBJGEPRPE. 
证 明 因为 Z 的 基数 同 dim HAN) 相等 ,所 以 为 证 本 定 
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理 , 只 须 证 明 49 中 的 函数 确实 组 成 一 个 线性 无 关 集 即 可 。 设 
Firx, y): = 2i bB; t$. (ro— i +E (y — 1X 


peg 


T [0,1]1O[n 一 1,5] 上 恒 为 0. 

鉴于 一 个 4 次 多 项 式 在 三 角形 上 全 等 于 0 的 充分 必要 条 件 是 
该 多 项 式 ， 以 及 它 的 1 阶 和 2 阶 偏 导数 周 于 三 角形 三 个 顶点 处 等 
CT 通 此 ， 我 们 先 在 [0,1]@[Ls 一 1,2] 的 四 个 顶点 (0,# 一 
D,1,0 — D,1,2) 3 (0,0). 处 求解 方程 组 


F(p,4) 一 2 FCp,9) 一 F(p,q) 一 z F(p,4) 


TUS HUE 0-3. FCp,4) = 


利用 图 2.10 中 所 示 的 秆 ,不 难 推出 
£977 0, d= 0, a= 0, 
b 0, = —1,0,1,2;? — 5— 2,5 — i,n,n tl, 
G,D 25 (—1,n + 1). 
沿 对 角 线 上 的 小 矩形 lit 1)9[n —2— 5,— ilie 1, 

PP 一 1, 了 一 min (加,#)， 逐 次 重复 上 述 过 程 ， 然 nit 
irp t 119I[0,1), 5, [m — 1,519[0,1) 上 《如 果 p n), 
或 者 依次 在 矩形 [m et i,mlé)n —fp—1,0— Pl,***, Lm =s 1， 
mlo[0,1] E (如果 p 一 m) 重复 上 述 过 程 ， 即 可 扒 知 所 有 的 
ci 可 和 a, 均 为 0。 同 样 地 ， 我 们 可 以 证 明 所 有 的 ba 也 为 0。 

J 

定理 2.17 虽然 给 出 了 样 条 空间 SAR) HAERA B, 

但 是 其 中 的 截断 多 项 式 《x 一 py 一 Go —»—rX 等 却 
不 是 具 局 部 支 集 的 样 条 永 数 ， 因 而 在 数值 计算 中 将 会 带 来 诸多 不 
便 。 例 如 ; 插值 问题 所 对 应 的 线性 方程 组 之 系数 矩阵 ,就 将 不 具备 
稀 芍 和 带 状 等 优良 性 质 。 鉴 于 此 ,人 们 自然 会 提出 如 下 的 问题 :能 
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省 找到 其 它 的 其 局 部 支 集 的 某 些 样 条 函数 ， 它 们 与 Ba, y. G, 
DEO 一 起 作成 SA) 的 一 组 基 函 数 ? ”该 问题 的 答案 是 否定 
的 (参见 文 [141)。 下 面 讨论 这 个 问题 。 

AUTOR? 上 的 剖 分 A:z dy—d4hz:—y—i-—-0i-—-- 
一 1,0,1,**:、 定 义 一 类 特定 的 二 元 样 条 空间 

loc S(A,R: = {s € CORDUF ABHE-— ARE, sE Pa 

且 于 某 包 含 已 的 有 界 集 以 外 s= 0}. 
显然 
IS AZ): 一 span {Bl(i,7) € Q} 
是 loc SCA, RU) 中 的 一 个 子 空间 , 且 它 的 维 数 恰 为 Q 的 基数 
(m + 3X8 --3) — 2, 

设 a,b,c,d 均 为 整数 , 且 5 一 a,d 一 c 守 4, Em [o,519 
[c,4]。 定 义 

loc SCA, E): = {s € loc KCA, Rẹ); 的 支 集 位 于 EE 内 }， 
则 应 用 定理 2.17, 不 难 证 明 如 下 的 命题 ([141)， 

命题 2.18 

dim loc SA, E) = (b—a—3Xd—e—3), - 
且 loc S(A, E) HERRA 
*, iBjli =at 2,--,b —2;] — 04 2,*-.,4—2), 

以 上 结论 表明 , 在 剖 分 和 A 下 ， 我 们 除了 aL) 外 ， 再 也 
找 不 到 其 它 的 具 局 部 支 集 的 祥 条 函数 ， 它 们 可 用 以 取代 Z 中 的 
截断 多 项 式 了 。 亦 即 业已 证 明了 

ER 2.1979 空间 SKAR) 不 存在 仅 由 具 局 部 支 集 的 样 条 
函数 组 成 的 基 函 教 。 

这 是 多 元 样 条 函数 与 一 元 样 条 函数 之 闻 的 本 质 差 别 之 一 。 事 | 
实 上 ,对 于 一 元 样 条 函数 来 说 , 任 一 样 条 函数 都 是 B- 样 条 的 线性 
组 合 (参考 C. de Boor [16]). 

对 于 前 面 提 到 过 的 谢 分 A, 我 们 也 可 同 定义 S((AQRO 那样 
来 定义 A,R): 

SCAR): — 6€ CXAR')| 于 入 的 任 一 胞 腔 上 s€ Pa. 
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和 如果 d 是 满足 d> (3z 十 0/2 的 最 小 整数 , 则 记 
Sa = $5: = SA, R), 

亦 即 S= s, S= S), Sms, Sm S, 65, 9 SY, 

S” = Sieen | 

利用 第 一 章 中 所 介绍 的 协调 条 件 ， 容 易 指 出 S 中 的 B' 和 
BW REB IG EBEN. S 中 的 B 亦 具 备 最 小 文集 性 质 。 到 
底 应 该 如 何 界 定 一 个 具 局 部 支 集 样 条 函数 的 支 集 最 小 性 呢 ? RAI 
在 文 [141 中 给 出 了 它 的 确切 定义 。 

对 于 给 定 的 剖 分 A. 所 有 以 人 网 线 为 边 的 多 边 形 Jordan fü 
RRAK T, h re 了 称 为 s€ 5* 的 局 部 云集 曲线 ,如 果 
s FH y 的 外 部 处 处 为 6。 此 时 我 们 称 由 Y 所 界定 的 区 域 为 # 
的 局 部 支 集 。 对 于 7,,7; ET， 如 果 7 关 7,， 则 可 以 定义 “大 小 ” 
关系 “< ?*。 dx ov As ov, 所 范围 的 区 域 可 以 装 人 v, 所 范 
围 的 区 域内 。 

VET 称 作 5S" 的 最 小 支 集 曲线 ,如 果 任 一 曲线 rrr ET 
都 不 是 S^ 中 任 一 非 平凡 样 条 函数 的 局 部 支 集 曲线 。 由 S^ 的 最 
小 支 集 曲线 所 范围 的 区 域 称 为 S" 的 最 小 支 集 ， 

ELEI 非 平凡 的 BE S^ 说 是 S" 的 一 个 基本 样 条 《Fun- 
damental spline), WÈ 8 的 支 集 是 S^ 的 最 小 支 洁 。 

两 条 上 曲线 v, 和 六 说 是 又 合 的 ,如 果 其 中 一 条 可 由 另 一 条 经 
平移 而 得 和 到。 所 议 中 的 曲线 可 以 按 此 种 登 合 关 系 分 为 若干 等 价 
类 , 生 同 一 等 价 类 中 的 曲线 看 作 是 相同 的 。 

如 果 两 个 基本 样 条 函数 具有 相同 的 最 小 支 集 曲 线 ， 并 且 其 中 
一 个 为 男 一 个 的 常数 信 , 则 称 它们 是 等 价 的 、 此 时 ,我 们 把 它们 看 
作 是 同一 个 基本 样 条 函数 ,而 不 予以 区 分 ， 

以 sa) id 3* 的 最 小 支 集 曲 线 数 。 上 面 我 们 实际 上 已 经 证 
明了 

$82.20 5s(0)— 1, »(1) — 2,5(2) — I1, H $5,81,5* 的 
最 小 支 集 曲线 1,77 分 别 由 图 2.11 中 的 (a),Cb), C) Cd) 
所 给 出 


e7 a 


e 


(a) (b) 


(c) (d) 
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在 上 述 各 支 集 上 仅 有 唯一 的 基本 样 条 函数 存在 。 而 且 S^ (a — 0, 
1,2) 中 的 所 有 基本 样 条 函数 是 $* 中 所 有 具 局 部 支 集 样 条 函数 
HERR. 

文 [141 中 还 指出 了 下 述 猜想 : 

aye E 3p u XB, 
2, S p p pf. 

C. de Boor 与 K. Hüllig" 曾经 采用 箱 样 条 (box spline) 
方法 ,将 定理 2.14 与 定理 2.17 推广 到 一 般 的 情况 。 记 其 值得 指 
出 的 是 , 他 们 证 上 明了， 虽然 当 p 为 偶数 时 ，5* 的 基 落 数组 中 含有 
一 些 截 断 多 项 式 、 但 是 如 果 人 们 置 这 些 具 非 局 部 支 集 的 基 函 数 予 
不 顾 ， 而 只 采用 具 局 部 支 集 笠 条 基 函 数 生 不 的 子 空间 去 逼近 光滑 
函数 时 ， 其 逼近 阶 况 与 采用 整个 样 条 空间 逼近 时 的 逼近 阶 是 相同 
的 。 

EAR RAREZA 
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VOLES L EA 
eite 
on- 人 二 -让 
| 
来 葵 代 (2.47) 中 的 fCi,1) 值 而 引信 了 线性 算 子 
wm LD D UBE), 


Pal PED, 

(参考 S. L. Zhang, R. H. Wang, 和 Yoshio Oyanagi, Biva- 
riate Cubic splines and operators on type-1 triangulation), 并 
指出 了 : 

1? 如 果 fe CXK)， 则 

lf — W msl lle < 885.max Ex(fspen) 十 oxCaos2 

+ wr( fa;600)]; ; 
29 如 果 fe CK), W 


lf— vL. «x ài, Dllx, 


其 中 紧 集 天 为 包含 局 的 开 集 的 财 包 , f€ C(K) 的 连续 模 定义 为 
ex(f ;8) = sup (IfCx, y) — fCu DU [C y), Cu 7) € K, 
Iz, xx (u,v)| « 8], 
1 


ma 一 MAX (二 ， +}, 
而 
1 
D'fCx, y) Ga (0,02, Coo) : € > ANER DLEE se 
idem 


XlUs)euHibIr—TücHBEBABUEBREA,. Eó 
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条 件 下 可 以 转化 为 1- 型 三 角 剖 分 。 在 [151 中 , PRATERDRS— iR 
穿 剖 分 和 是 第 1 型 贯 家 三 角 剖 分 ， 如 果 人 的 任 一 贯穿 线 平行 于 3 
条 互 不 平行 的 直线 axt by — 0, ar + bhy = 0a tby mO 
中 的 一 条 , 且 信 的 任 一 内 网 点 处 坞 恰 有 3 条 贯穿 线 通 过 , 

不 难 证 明 ([15]), 若 入 是 如 上 定义 的 第 1 型 贯穿 三 角 剖 分 , 则 
存在 正 数 m 5 (.0€ D， 使 得 的 每 条 贰 穿线 必 位 于 下 列 直 
线 的 某 条 上 : 

ej(x — x) t by — «t m — 9, 
aXx — n) + bly — 4) t im 7 0, 
alx — 3) by — «t ms 7 0, 
)—,—1,0,1,:-:, RP m 5 m WE 
(a,b; 一 eb) mn — (ab, — mb, )m — (ab; 一 abi Mre 
BtELEE— 88 1- 型 贯穿 三 角 章 分 均 可 通过 线性 变换 


MEN SP 
ex 一 x9) 十 by 一 Y) -— 一 了 qm 一 76 Ty 9 


Eogowi 
e(x — z) E by — y) — —r wx t m, 


而 变 为 所 有 胸 腕 均 为 正三 角形 的 贯穿 三 角 剖 分 。 

文 [15] 中 还 指出 了 一 类 全 对 称 的 SXA》 中 的 BB 样 条 ,并 讨论 
了 它们 的 性 质 ， 

HRR 还 讨论 了 可 三 向 剖 分 域 上 S 空间 的 8 RE 
与 拟 插值 问题 


$ 4 2 -型 三 角 剖 分 上 的 样 条 通 数 空间 


如 所 知 ,许多 区 域 、 包括 所 谓 二 -型 区 域 及 其 各 种 组 合 ， 均 可 
约 化 为 若干 矩形 区 域 来 处 理 。 本 节 中 将 要 讨论 的 2- 型 三 角 剖 分 ， 
力 是 在 矩形 谢 分 的 基础 上 上， 连接 其 中 各 小 扼 形 胞 驻 的 两 条 对 角 线 
而 形成 的 三 角 剖 分 。 显然; 如 果 原 始 矩 形 剖 分 是 均匀 的 , 则 由 此 而 
诱导 出 的 ?- 型 三 角 剖 分 就 是 一 种 贯穿 剖 分 ， 
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本 节 仅 讨论 均匀 的 2- 型 三 角 剖 分 , 非 均匀 的 2- 型 三 角 谢 分 衬 
在 下 节 中 讨论 . 
不 失 一 般 性 ,可 设 D 是 如 下 的 单位 正方 形 域 
D = [0,1109[06,1). 
2-285 —j838)4. AS, 由 下 述 剖 分 线 所 构成 : 
mx—i-—0, ay —i 90, 
"y — mx — i = 0, ny +t mx — i70, 
其 中 i—.-.—1,09,1,--« 
因为 A 久 是 一 种 贯穿 剖 分 ， 所 以 按 本 章 5 1 中 的 维 笋 公式 
(2.3) ,我 们 有 四 
， T k+ 2 &—n»n4! 
dim $5(A22) 一 ( ; ) 


)* Gne s- o( 


em(* LIP) e o 06-0 


- ds( 4), (2.53) 


mo-la [H] 


+ 


(5 sa + s [ERE +1). 


根据 公式 (2.24), 要 想 在 剖 分 A 名 上 构造 具有 局 部 支 集 的 样 
条 函数 ,其 分 片 多 项 式 的 次 数 下 与 光滑 度 上 之 间 必 须 满足 不 等 式 
k> Gat 19/3, 
为 & 给 定时 ,人 们 总 是 希望 寻求 尽 可 能 小 的 太 ,好 最 有 兴趣 的 样 条 
空间 应 该 是 


其 中 


SCA20,SCASDSICASD, + *. 
空间 SAR) 是 熟知 的 ,此 处 将 不 讨论 它们 。 首 先 ， 我 们 讨论 样 
条 空间 SX A981》 的 局 部 支 集 样 条 《8- 样 条 ) EARE). 
先 介 绍 P. Zwart([21]) 的 一 个 局 部 支 集 Si EESRPRTE Br, 
站 ,其 支 集 为 由 图 2.12 所 示 的 区 域 2: 以 原点 为 心 , 以 (312,1/2)， 


7 了 1 。 


(1/2,3/2),€—1/2,3/2),(—3/2,1/2),( 3/2, 1/2), €—1J2, 
一 312),《1f2, 一 312) 和 (3/2, 一 1/2) 为 顶点 的 八 边 形 ,该 八 边 形 被 
剖 分 成 25 个 胞 腔 。 这 25 个 胞 腔 的 编号 如 图 2.12 中 所 示 。 

对 各 1 一 1,…-，25， 考 虑 多 项 式 


1 1 1 
c alcalde d 


二 
pn, y) 8 ;* Y 
7 1 1 1 1 
.»D- PRIN NP RU +( = ) ESSE 
P, y) (4 etl ) Tari L LPs 
9 3 1 
一 一 一 二 x 十 一 好 ， 
px, y) s "iub 


px, »-( -1+ Ee (2 十 三 jy 十 i^ 


其 它 多 项 式 可 以 从 上 述 多 项 式 按 对 称 性 
原则 而 得 到 。 
it B(x,y) 是 定义 在 R 上 的 函数 ， 
它 在 之 外 为 零 ， 在 编号 为 1 的 胞 防 上 
为 px,y)， i— 1, 2, 7,25, Et 
Bls, yp) ECR), 且 在 内 恒 正 。 因 此 
8(x,y) 是 关于 图 2.12 所 示 剖 分 的 二 元 
图 2.12 8 样 条 .利用 网 点 上 的 协调 条 件 ， 可 以 
证 明 8(x,y) 是 由 关于 直线 z+ 一 0,y 一 0,z 十 3 一 0,x 一 J 一 0 
的 对 称 性 及 规范 条 件 8(0.0) 一 1/2 唯一 决定 的 。 采 用 光 渭 余 因 
子 协调 方法 可 以 指出 ，8Cx,y) 的 支 集 已 达到 最 小 的 可 能 。 
设 


Bs) B (m: zi t zy 一 了 十 i (2.54) 


则 集合 
A= {Bi= 0 ,m+ 1,5j—0,---,n- 1) 
是 SKAZOD 的 于 集 。 注意 到 4 的 每 一 个 元 是 MaR 的 非 平凡 
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元 , 且 4 中 元 素 的 个 数 为 《m 十 2Xz 十 2)。 然 而 SAEI) 的 维 
R ma-t 2m 十 25 十 3。， 所 以 A 必定 是 线性 相关 乐 ， 我们 将 会 
看 到 4 的 代数 支架 是 整个 空间 SKAR), HAH ApS 
下 述 线性 相关 式 : 


> > (1B; — 9, (2.55) 
另外 ,我 们 只 要 从 4 中 消去 任 一 元 ,余下 部 分 则 可 作为 SAL) 的 
一 组 基 。 在 本 章 $5 中 ， 我 们 将 介绍 一 种 比较 简捷 的 方法 来 证 明 
这 些 结论 ， 此 处 我 们 介绍 文 [191 中 所 用 的 方法 ， 因 为 它 具 有 基 种 
RAHE SBRN 


F(x, y) 一 25 »» €; Balx). 


REGE F (RT AZ ibl E39, 即 有 


(r s P 1 4 L) 
-,—]-—0,F 一， 一 十 一 | 一 .56 
P(2.2) 9 = T Eg» 人 


r0,1,:2:,m; s= 0,10,-:-,085kP = 0,1,---,m— 1; 4— 0,1, 
…, # 一 1。 由 此 得 到 关于 as 897) 818 (2.560, 其 系数 矩阵 好 
E [Cw 二 Im 十 1 十 ma] X [Cm 十 2)Cs 十 2)] E, RE 
(m 十 1) X (m+ 2) 的 矩阵 4 及 m X (m 十 2) 的 矩阵 C,D: 


2 2 0 0 -> 0 
0 2 2 0 0 
A= $ 
Q c2] 站 2 2 
1 4 1 0 0 0 
9 1 4 1 0 0 
C 一 », 
0 601041 
0 1 0 0 -- 0 
0 0 1 9 
Da =... 5 
Qro 0 10 
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通过 道 当地 安排 行 和 列 ,M 《或 邓 的 常数 倍 ) 可 以 写成 


A A 
D C D 
A A 
M — P 


A A 
D C D 

A A 
其 中 有 分 块 子 矩阵 的 25 十 1 行 和 2s 十 1 列 ,M 中 未 标 出 的 元 均 
为 零 ， 下 看 研究 M 的 零 空间 的 维 数 。 设 X, Asn 为 R 
中 的 列 向 量 , 并 满足 

MIXI, TI 一 0， 
其 中 T 表示 矩阵 的 转 置 。 因 此 得 到 线性 方程 组 : 
ACX + 和) 一 0 A Xa X, — 0, } 
D(X, + X) CX, = 0,- DX, + KR) + CX, a 7-997 
(2.57) 
我 们 注意 到 存在 非 零 向量 X,-(0,—1,.--.(—07)!, 使 
X+ Xa mX, i=l, s+ 1, 

其 中 4,,… ,fs+， 为 常数 ， 

id X,— (1,—1,--.(—-077Y*., B 


4 210 0 0 0 
0 1 2 1 0> 0 
E-C-—1D-— . v. PE t. a. ; 
0 sas aso sea 1 2 1 
WE AJ; EE MIX XIV 一 0 可 简化 为 
EX, — aX, (2.58) 


其 中 cm 一 (rs 十 和 一 (5 十 7 一 m II iu) 
是 参数 ， 由 于 "+*， 也 是 一 参数 , IERE ERER m, k MIX, 
e, Knl — 0 的 解 空间 的 维 数 是 4。 这样 ,要 证 明 4 的 支架 的 
维 数 是 Cmt 2)(7 十 2) 一 1 一 mn 十 2m 十 24 十 3， 则 需要 一 
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个 辅助 线性 方程 组 。 为 此 , 考 感 插值 条 件 

via reo FL pe 
r0,1,7*,m;i s—0,1,:---,2; Pom 0,1, mo— 1; 470 
bL-e5—1. 将 此 条 件 代入 (2.56) 式 ， 得 到 关于 o; 的 线性 方程 
组 ， 其 系数 矩阵 是 [(* 十 1) ( 闫 十 D o ma) X 和 [Cm 十 2)Cn 十 
2)) 矩阵 : 


G G 
H 
G G 
M, = d , 
G G 
H 
G G 


RB GRIHA ERES (m +1) X (m +2) 和 m X (m+ 2) HE 
阵 ; 


一 1 1 0 0 0 
0 —1 1 0 0 
G= , 
Q. sx 9 0 —1 1 
—1 0 1 0 0 0 
| 0 —1 0 ] 0 
H- n 
0 amg 0 —1 01 


于 是 ,线性 方程 组 MIEXT. cC XTUIT -0 等 价 于 方程 组 
GCX, + X) —0,---,GCX, + X, 79, 
HX, —0,:--, HX,,, -> 0, 
RER CX, Xa 同时 是 方程 (2.57) 和 (2.59) 的 解 。 由 
GX, 2 0 扒 得 mom. 0, i o7 0, BIESH 
75> 


} (2.59) 


为 


EX,.,—9. (2.60) 
另外 , 由 于 Xa 一 Xa MADEO AA 
HX, —9, (2.61) 


方程 (2.60) 和 (2.61) 的 解 为 X, mE UR, RA, ROS X 一 
—X,— X mo Il iX AA, 8 为 常数 。 亦 即 我 们 
获得 下 述 结果 (E197). 

定理 2.21 由 (2.54) 式 定 义 的 属于 集合 4 的 二 元 BEER TÉ 
满足 关系 式 (2.55)。 对 于 任何 wis OSLAS mol, OSAS 
n+l, €&& 

Aio T JB € AG D < (9l 

为 SK AZ) 的 一 组 基 , 

顺便 指出 ,在 上 述 证 明 中 ,可 以 用 关于 Y 的 偏 导 数 来 代替 关于 
x 的 偏 导 数 . 

设 4 为 SK AZ 中 定义 如 前 的 二 元 B 样 条 集合 , 对 于 Bie 
4 有 恒等式 


D C DH B, s 0, 
我 们 约定 关于 i 求 和 ,分 别 是 从 0 到 区 十 1 和 0 Sn t, 


上 式 在 D 中 处 处 成 立 。 我 们 将 证 明 B; 也 形成 一 单位 分 解 。 
引 理 2.22 


2 Bj t, 
为 了 证 明 引 理 , 我 们 要 知道 B(x,y) 在 网 点 和 网 线 中 点 处 的 值 如 
下 : 


B(0,0) 一 二 ,8 (十 ,二 ) 一 十 ，B(1,0) 7 2, | 
(ag Ai GAA | om 


e ea te 


rA 9 —À 


其 它 值 或 者 是 零 ， 或 者 可 由 对 称 性 从 上 述 信 获 得 。 B TERZO 
可 由 (2.54) 式 得 到 。 因为 在 AR 的 每 个 三 角形 胸腔 内 之 Bue 


P, BIA zi B, 在 该 胞 腔 内 的 表达 式 可 由 它 在 这 个 三 角形 三 个 


顶点 及 三 边 中 点 的 值 唯一 确定 。 而 这 些 值 全 都 为 1 。 口 
考虑 如 下 的 二 元 变 差 缩减 样 条 算 子 Vun: CCO) 一 SAR): 


VOD a 2. 其 za y) Bi, 


其 中 0 是 一 包含 RR 的 开 集 ， (x) = (Q2i—1)/2m, (2i —1)/28) 
是 Bi 的 支 集 的 中 心 。 引 理 2.22 指出 Va 保持 所 有 常数 。 我 们 
还 有 下 面 竟 一 般 的 结果 ([19])。 

定理 2.23 V.) f, Hm f 一 1,x,7 了 及 xy. 

由 对 称 性 及 引 理 2.22， 我 们 只 须 对 Kr, y) =x 及 xy 验证 
EAR., HF V。。 是 线性 算 子 ,我 们 仅 需 在 三 角形 胞 防 

pam (FEGAR SL) eu 

上 进行 验证 。 这 里 ，(2.63) 式 右 端 方 括号 内 标 出 的 是 Di; 的 三 个 
顶点 。 对 f(x,3) 一 x+， 由 (2.62) 式 得 出 V LCD 在 点 
(C2i— 1)/2m, Qj — 1)/20), G/ m, Ci — 19/20) ,GÍ mil m), 
((4i — 1)/4m, (4j — 1)/4m) 
上 的 值 分 别 为 (27 一 1)/2m, il m,il m d (4i 一 1)/Am, 3S Ub, 
3p f(x) xy 时 ，,，V。(f) 在 相应 点 处 的 值 分 别 为 (2i 一 1)x 
(2;— D/Ams, i(2j — 1)]2ms, iji ms 和 【《 和 一 1 和 一 1 
l6ms, X) f(x,y)— x 和 zy Mj, Va) 于 Di; 其 它 顶 点 和 三 
边 中 点 上 的 值 均 可 出 上 述 值 按 对 称 狂 算出 来 ， 所 以 当 Ka, 一 
z,zry 时 ，V wn(f) — f E Di 上 (进而 在 D Loir. 口 

容易 证 明 ， 当 f(x,3) — x moy WD. V.D ATR 
j$ P， 中 的 一 切 多 项 式 ， 我 们 还 需 另 外 的 线性 算 子 ， 我 休 定 义 算 
F Was: CLO) 5 5$ A22); 


e 9 


W Cf) 一 21 Aa) Bj, 
其 中 
ja) m 2: (234,210) - E [r( + (Ed 


àm 2n 4 m n n 


i—1 了 一 1 i į—l 
He a] 
注意 上 式 中 线 性 泛 函 1; 依赖 于 函数 了 在 Bi 的 支 集 内 5 个 网 点 

EHE. RIE TÈR 
定理 224 对 任何 fc P: 有 
WC) = f. 
由 定理 223, 易 知 对 fO y) = 1,5, Y E xy HW 一 
所 以 由 对 称 性 ， 我 们 仅 需 试 证 等 式 f x 成 立即 可 。 如 同 定理 
2.23 的 证 明 , 我 们 来 计算 Wa) 在 点 i — D/2m.Qj — 1)/ 
2n), (ifm, C2} — 1)/20), GI m,ils) X ((4i— 1)/4m, (5$ — 
1)/45) 上 的 值 。 对 从 x,y) x, 8 
eu 一 《让 十 Dm, 
AD = G lnt, 
Aui = (P — 3i t 2)Í m, 
f JEX, 
于 是 Wali) 在 上 述 4 点 上 的 值 分 别 为 
Qi — AY /Am gm ,P| m 30 (4i — LY /16m?, EE W LCD) 
及 了 的 信 , 不 难 完成 定理 2.24 的 证 明 . 口 
对 于 其 x,y) 一 1,rt,》,*? 及 六 应 用 定理 ?2.24， 我 们 有 下 述 
恒等式 , 它 同 一 元 样 条 函数 中 的 Marsden 恒等式 是 类 似 的 . 
推论 225 it (x, y) = (Qi — 1)/2m, (Q2; — 1)/25) 及 
qi u,v) = [Cu 9) — Cx; t yi)M Ca — 9) — Cx; — y), Bj 
一 切 G,»)€ R 和 (u,v)& RP 有 


2j qu On) Baley) = [Gr 9) — Git p) 


»79 * 


2o tert Me stem on 


x [(» — 09) — (x — y). 
类 似 地 ,我 们 还 可 以 得 到 下 述 等 式 ， 
推论 2.26 设 (xy) = (2i — 02m. Qj 一 1)/2n), 则 对 
一 切 (x+,y)€ R, E 


3» sma4G.p — + 
"m Am! 
和 


之 XxiBi(z,y) = y + 


4n = 

下 面 ， 我 们 考虑 对 三 次 多 项 式 建立 的 二 元 8 样 条 恒等式 ， 我 
们 将 应 用 这 些 拒 等 式 来 建立 一 些 渐 近 公式 ,它们 类 似 于 Boponoa- 
ckos 针对 Bernstein 多 项 式 所 建立 的 公式 。 

定理 2.27 设 (x,y) £6 及 ga, y) 一 六， 则 对 一 切 m. 
s REA ye R* 有 


es P X, y) 2 2m 之 (s 下 (2.64) 
W ..(4)(x,5) 2 2 + "P >(， Ey. (2.65) 


EREDE, Wu.) E Wu y) 均 为 一 元 样 条 . 
为 了 证 明 (2.64) 式 ,我 们 首先 由 Wal) 在 三 角形 胞 腔 [( L1) 


9G; "s | " Ite 3) DEL (». «Jl RES 
边 中 点 上 的 值 , 来 求 Wa) 在 相应 胞 腔 上 的 表达 式 。 利 用 网 点 
(1/2m,1/22) 上 的 协调 条 件 , 可 证 明 围绕 该 网 点 的 所 有 光滑 余 因 
子 尼 为 零 。 因为 多 项 式 Wa 在 环绕 网 点 的 4 个 胞 腔 中 与 7 
和 + 无 关 , 所 以 通过 所 有 水 平 网 线 的 光滑 余 因 了 于 也 恒 为 零 。 于 是 ， 
*Poxxre«l/mddnosysltf W.GXx, y) —32/2m — 
xj/2m2， 类 似 可 得 W LL On, y) — 3x]2m — x[2m' t 3x — Vj 
mym 对 l/ms xs 2/m fü 0s y « 1 成 立 。 这 就 是 说 直线 


= 79. 


r9 1/m 的 光滑 余 因 于 是 常数 函数 3/m H rijm i= 2, 
“… ,fm 一 1 的 光滑 余 因 子 也 为 3/m， 这 样 便 得 到 恒等式 (2.64). 
而 《2.65) 式 可 由 对 称 性 得 出 。 口 
注意 到 — WO) f1g W nlg) 是 分 别 以 1/m 和 1/5 
为 周期 的 ,我 们 有 
推论 2.28 设 j(x,»)— 6 M gx.) — y, WH 0 x 
l/m, 0s y s 1/n 时 ,有 


G- Wa (a+ i)-a-w.o»o, 


《8 一 Waled) (y+ L)- G- w.»o, 


a j1,:--,4— 1, 

为 了 给 出 关于 ivy 和 xy! 的 二 元 8 样 条 恒等式 ,我 们 考虑 以 
GI m, iln), CG — Di m,il n), Ci — 1)/m. Ci — 10/5). RK Gim, 
G 一 D/2) 为 顶点 的 矩形 。 和 矩形 被 分 成 4 个 三 角形 胞 腔 , 按 反 时 
针 方向 依次 记 为 Di;, E; Fa 和 Gu, Hp Dj; 定义 如 (2.63) 式 . 

定理 2.29 设 A(x.v)- xy, B. Pi, P; Pis Pi 分别 
是 W.QUO 在 胞 腔 Di;;, Es,Fi,Gi; 上 的 表示 , 则 有 

mnPi tr, y) 一 (i = i) (mx — (Y + i(2mx — i)ny, 


mnP;jg(x,y)— (; = 1) (mx — iy + + (mz — i+ jy 
+ [ilme — i) — (mx — i t lny 
+y», 
: 1 > : 
mnPijs (s, y) 一 (i- 1) (mx 一 i+ 17 十 (人 一 1) 
*(2mx — i+ 1)ny, 
mn P iakat, 7) 一 人 一 Des peg Ded ca 
* mx t (mxl 4 LË + ic —1) 
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— (1 一 2) mx] »y 一 i (ny f, 


r=], -em j— 10,::-,8 — 1, 
如 辣 以 前 的 做 法 ， 求 出 Wal TEBIUSUR PAAR BE TAH f 
便 可 完成 定理 2.29 证 阴 。 口 
利用 对 称 性 ,对 单项 式 x 可 建立 起 相应 的 伍 等 式 ， 
EFEELF, h— WA) 也 是 以 lfm 和 1/n 25 SRI 
的 。 
推论 2.30 iR AQ.) — ey, MNAE x,»:0 € x « 1/m, 
taral Æ 


 - Wolha Ly i) = (k WaGo, 
iT m n 


i= 1,,m—l,j-710,-:,5—3X 
我 们 还 可 建立 
推论 2.31 iE Kr, y) =e xy, B Pi c0 Pus 分 别 是 
W nelh) 在 Ds,EiyPi 及 Gi; 上 的 表达 式 , 则 对 一 切 (x,y) 有 
Pinskas) 7 Piu X2, 


— p. mou dci 
Pus, y) P, aux») m E m |. 


因为 二 元 8~ 样 条 的 集合 4 生成 整个 SAR), MUTA B- 
样 条 级 数 È oiBi BA SAZ2 )。 些 处 仅 讨论 一 致 逼近 和 逐 点 
x. 
我 们 首先 研究 二 元 变 差 缩减 样 条 的 一 至 逼近。 有 序 对 《〈x,7) 
的 Eucid 范 数 为 
1G, 921 = C + y, 
Xi& KCE 为 紧 集 , 击 [€ CCK) 的 连续 模 记 为 
wy(f 580) = sup (IfCx.5) — Husn)! :Cry), (u,v) € K, 
ICA) — (Gn) ô}, 
男 设 


e 819 


AJ, 


ó,, "" Max [+ 
m 


Ba = l max /Im EVR H O), 
WES KoSERDERJ S OWAE., HADAR s, A 
如 mnc N, BÆR Ba 支 集 的 中 心 位 于 天 的 内 部 ， 上 ,| 为 
TED ER ERR. 
3382.32 ib fe CCK)， 则 对 所 有 mos >No A 
lf VD lo E weli, Sm). (2.66) 
Æ f€ CXD)， 则 有 
lf — V m Allo & 6ms max [wplf, imel 2)  w (fo 9 ,/ 2)]. 
(2.67) 
T f€ecOm, ung 


if Vallo « z 82, iDN. (2.68) 


以 下 f, 和 fh 分 别 表示 了 关于 第 一 和 第 二 变量 的 偏 导数 ， 线 
性 变换 Dilar, y) R X R| REXY: 
D'f(x,y)CGy ,0), (0, 2:)) 

一 fx yup, + fo(x, yup, fan ymo, 十 fax yuD, 
其 中 4 为 f, 对 第 一 个 变量 的 信 导数 ,等 等 ,而 Df] 表示 
Df(x,y) 的 范 数 在 D 上 的 最 大 值 。 

注意 到 bm 79 B, 支 集 的 “半径 ”, 由 引 理 2.22 易 导 出 (2.66) 
式 。 

设 f€ CCD), FA AR 的 三 角形 胞 腔 的 闭 包 * 使 得 

lf — V..ODlo — WM — V..COOls. 
又 设 Go) 为 点 (im (i— 1) /9) &((i— 5) /m. iim). 
DUI DE nt EET 
f(x,3) - Bx) b (FQ 9) — FC 0X x — r) 
* (Gu) — f(x 0X — »0, (2.69) 
. 82 * 


其 中 (up) = x,y) t (= Xr) S l, 
Py) f x,»2- f(x yx — #0) + fin X» — »2. 
(2.70) 
由 定理 2.23 及 lV。,l — 1, 我们 有 
lf — V..COWe s llf — Phe + IV .af — ll» 
* 2f — plls, 

所 以 从 (2.69) 式 即 得 (2.67) 式 。 

E f€cC(D) B Taylor 公式 有 


Ks, y) om ACT y) 了 D'f(u,v)(x 一 js 一 »», 


其 中 (uo) — Cey) +O — € ,,y2,r€ 0,011 B. 
(x — sy — y 9 (x — xy — Xn — x, 7 2X 
这 样 ,不 难 建 立 (2.68) 式 。 
对 于 线性 二 元 样 条 算 子 Wus 的 逼近 ,我 们 可 作 下 述 改进 。 
定理 2.33 设 fJ€C(K), H m, 2 N, S feCc(D) H, 


B 


有 
lf — Walio < l 81, max uw 5f, ,9,,/ 2), 
Iw p fasun 2) wo fns 044/221; (2.71 ) 
M fe CXD) 时 . 
Nf — Wu, < T 82, D'f]]. (222) 


这 里 线性 变换 D'f(Cx y): RP X. 天 一 只 定义 为 
D'iCx y Cn, m Cr, D Qi 02)) 
-— 2 fa n y wit wa, 


B. IDEE, 为 D'fCz.y) 的 范 数 在 D 上 的 最 大 值 ， 
为 证 明 (2.71) 式 ,由 Taylor 公式 


Kx, y) 一 pz, y) + A {CfCusv) fu rs y Xx x: n» 
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+ Ujaluo) — fui n y I Nx — xy — 92 
+ CQ) — fixe y)Xy — y,)}, (2.73) 
这 里 p《x,y》 由 C2.70) 式 给 出 。 由 定理 2.24 及 IF nl = 3, R 
们 有 
lf — Ww COME s 4f fille. 
又 因为 1/ms S 35， 所 以 从 (2.73) 式 即 得 (2.71) 式 。 
当 fe CD) 时 ,由 Taylor 公式 有 


fx, y) - pax, y) 十 Dif(w,v Xe — Ya 了 一 yY, 


Cuo) = Kresy) tH C1 tly) I SS, MA (272) UR 
X. m 

下 面 我 们 给 出 类 似 于 Boposomckas 就 Bernstein 多 项 式 所 
给 出 的 逼近 阶 的 渐 近 公式 。 从 所 得 到 的 结果 可 以 看 出 (2.68) 和 
《2.72) 式 的 逼近 阶 都 是 不 可 改进 的 。 

ER 2.34 iE f(x,y)€ CDY, id n — ium, X Bgm 
co 时 ,有 zw 1,0 « : «o0, 则 对 任何 (x,y)€ D, H mok, 
有 


mV mal P) = DG) = v (fa) Gs). 《274) 
AHEM Gr) € D, RIIA 
(£L) T 1e - teo (E — 2) e (4. - y) 


+ Epke (E s) e o(L- :) 


i e = »)t Lon (4 = y) + OCI/ m"), 


其 中 Ó(t/ m) KTF 《x,y)》( 因 为 一 0 mico), RA 
由 定理 2.23 及 推论 2.26 可 得 (2.74) 式 。 i" 
设 


«T —àEié—ls 
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menta nme 


又 设 Q(s,y) 是 D 上 的 二 元 C! ERER, "dE 4 个 三 角形 胸腔 


[ex yon] [ose (ithe, 


0,0,0] x [(2.5)..0,0,] 上 的 表达 式 分 别 为 


q(x,y)— —xy + i — Dx 45 一 1)， 


qd x,9) 一 一 xy 十 立夫 十 二 人 * 十 了 一 D, 


glx, y) = —xy-r le 


4,3) 7 —xy 十 (:— T ») y. 


定理 2.35 设 ECD), id n—:,m, H3 闫 一 oo t, 
tQcHn0i:«0, WDXE&8 Go )€D, mit T»£oR 
Too, mV LC 一 从 (x,y》 的 所 有 极限 点 的 集合 Lla, y;2) 
可 以 依据 r, Y 的 各 种 情况 表示 如 下 : 

1)》 设 x* 和 3 都 是 无 理 数 , 则 


Ley m FE hala GO + D halay any) 
oL fales) Qo.) 
át 
+ i hay) ay ix mex. 


Yaya 7s E L011} 
2) 设 x 为 无 理 数 ，y 一 r/: PEAR, HOOS Esr IE 
质 , 则 
Li(x, yi — n fux. 92 qx,) 十 = fu xy) (n. hk) 
Jd. H d. 
+ 2 lC x, y29 ( M , x) Tc pi 
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“了 (了 ]:esmsmet0,1 B hish 
v4 |j 


— 
3) RI HEER, xa w/v 为 有 理 数 ， 且 0 us v,u.r 
ENT 


f DN : 
Ls yir) m C fao (3) E fao (5. x) 
十 2 fax, y2Q (v. b)+ s halz, y) 


7 4 ye Yzy e [0,1] H ishsh  0,--- o}, 


4) 设 r= ujt. y= rrjs 都 是 有 理 数 ， 且 0 扫 w 科 yz，0 所 
rs wv) 1,Cr,s) 一 1， 则 


Lx, yi) - I" fo a (È) $ Ł hax, y 20 (5 A) 


v 
1 h f 1 
十 pr ERD (二 ,二 ) 十 67 bur,y) 
”了 (3) 20, “pfs md PEES 2b 


烦 便 指出 , 当 v,y € [0,11 均 为 无 理 数 时 , 集 Li(x,y;1) 是 
很 大 的 。 事实 上 gCx) 和 Oy) 的 值 域 分 别 为 区 间 [一 V 31 
36,W3 /36] 和 [一 2,11541. 

为 叙述 方便 ， 改 设 D--I, mw] 久 [0, aj, AR RIRI H 
# 一 1 一 0,7 一 一 0，x 一 ?一 j 一 0 和 xz 十 ?一 一 0 一 
4,12,0,1,---, P. Sablonniere?? HAT S42) 的 两 个 具 
有 形 如 图 2.12 与 图 2.13 的 最 小 支 集 函数 。 遗 憾 的 是 ,由 这 两 一 数 
及 其 平移 所 生成 的 子 空间 中 ， 况 然 不 包含 常数 函数 。 当 然 也 就 不 
足以 成 为 SCAR) 的 基 函 数 了 。 为 弥补 此 不 足 , 文 [32] 中 构造 了 
5 区 人 让) 中 另 一 个 具 局 部 支 集 的 样 条 函数 , 它 以 图 2.14 所 示 的 区 
城 为 支 集 。 


. Bé o» 


图 2.13 图 2.14 
设 Cx,y) 为 SAR) 中 一 以 图 2.12 为 支 集 , HOUR. A, 
2, 1/2) 一 5/12 BERE; Bx, y) 为 SLA) 中 一 以 图 2.13 为 
支 集 , 且 满 足 B(0,0)-— 1/6 HAR; C(xr,3) 为 SAk) 中 一 
以 图 2.14 26 X fR, ELE C(0,0) — 1/3 的 函数 ， 
按 本 章 $ 1 中 所 指出 的 维 数 公式 ,有 
dim SCAR) = 3mn + 6m + 6n + 6, 
"io 
A= AL )= 4(* i), 
B; = B(*)- B( -+ —i), 
Ci— CK*)= C(* oci), 
其 中 ;eZu 则 易 知 在 D 上 不 恒 为 者 的 A, B, 和 C, 的 个 数 为 
3mn 十 6m + 6n t+ 10, 从 而 它们 必 线 性 相关 。 使 4;, 8;,C; 于 
D 上 不 人 忆 为 6 的 指标 集 分 别 是 

E: = [(i—(a,8)::1—1 & o m,—1 «& B & n), 

F: = {i= (ap) x X m, 0 E B n), 

G: — {j= (a Bui s (—1,—1). (m+ 1,—1). 
(—1,2  DCm- 1,57 1),—1 & a x m, 
—1x8xn), 

PE 2.9602 任 取 (0,,8,5,0 S o, & m,0 « B, « n, 并 记 
6, * GN(Ca B.) (04,8, F1), E, — Ds Co, — 1,800), 
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G= ANLC 8,9 Co 8, $ DA CANA E ED Cen + 1,2.) , 
G, = GM(Co, 8.) (o, + 1,8), (0, — 1,8) (n, 8, + 10), 
G, = GM Go, h J Co, E 1,8) Co, — 1.2, (o, 8, — 1). 
旭 下 面 4 个 集合 中 的 任何 一 个 都 是 SAO) 的 基 函 数 ; 
B, = 14;,B;,C,:i€ E,j€ F,k€ Gi] ,l = 1,2.3,4, 
为 证 定理 , 只 要 注意 到 ，B; 中 元 素 的 个 数 恰 为 dim SAR), 
所 以 只 须 证 明 它们 是 线性 无 关 的 即 可 。 这 不 难 用 类 似 于 前 面 的 方 
法 来 证 明 。 特 留 给 读者 自己 来 完成 。 口 
进而 ,可 以 证 明 如 下 的 单位 分 解 定理 成 立 ; 对 一 切 x€D, 恒 
有 


$9 Ait 2 Blz- i) + 2 C(z—i)-1l, 
需要 指出 的 是 , 4, BAC 中 的 任 一 个 函数 及 其 平移 均 不 单独 具备 


单位 分 解 性 质 . 
关于 如 下 构造 的 线性 正 算 子 


(LAE): = D3 IG + Q/2:1/2)046 — 0 


+ S KDBO — Dx 2i DCL 一 门 ， 


可 以 证 明 对 一 切 1€ P,， 均 有 
(LG) = Dr E D, 

同 以 前 的 讨论 类 似 地 ,如 果 我 们 不 限制 苷 为 正 线性 算 子 , 则 可 
构造 出 精确 保持 3 次 多 项 式 的 算 子 , 因 而 它 将 具有 4 阶 选 近 度 .车 
再 用 到 网 点 处 的 偏 导数 值 ， 相 信 还 可 构造 出 保持 4 次 多 项 式 的 算 
FR. 


$5. 某 些 非 均匀 三 角 剖 分 上 的 样 条 函数 空间 


所 谓 非 均匀 的 1- 型 和 2- 型 三 角 齐 分, 乃 指 用 以 生成 这 些 剖 分 
的 原始 矩形 剖 分 


ac xx, cot ry mb, 
e =y yx L Yan Td 
是 非 均 匀 的 , 即 , 若 记 
ho xo— ma, Kj yj— Fia 
则 诸 A; 未 必 相 等 , 诸 亦 未 必 相 等 。 
l 采用 光滑 余 因 子 协调 法 ， 可 以 证 明 形 如 图 2.15 的 支 集 上 的 
SKAL) th B FERE TE REA RIH. | 


2.15 
LR UR k d) 


定理 2.37 吕 ”由 上 图 所 示 的 多 边 形 是 空间 SAL) 中 一 8B 
* 89 、 


样 条 的 支 集 ,必须 且 只 须 
Bb bi) m AR uu)! m 1,6 1,2,3, 
并 且 当 上 述 条 件 被 满足 时 ,该 8 样 条 由 右边 图 形 中 指出 的 信息 所 
确定 ,而 SX A) 中 任 一 个 以 所 示 多 边 形 为 局 部 支 集 的 样 条 函数 
均 为 它 的 常数 倍 ， l 
以 上 事实 表明 ， 非 均匀 三 角 章 分 上 的 样 条 函数 并 不 能 由 均匀 
三 角 剂 分 的 样 条 冰 数 经 简单 交换 而 得 到 。 
对 于 非 均匀 的 2~ 型 三 角 剖 分 AZ, Æ 1123) 中 我 们 利用 光滑 
余 因 子 协调 法 得 到 了 一 个 支 集 如 图 2.14 所 示 的 SAR) rh B- 
样 条 函数 ， 该 局 部 支 集 所 涉及 的 垂直 线 和 水 平 线 分 别 为 
mn tis i | 
和 . 
Y= Yis Y 7 Yis Y 7" Nie Y T Yit 
D) Balx, y) 记 该 召 样 条 函数 ， 因 任 一 二 元 2 次 多 项 式 被 其 
在 三 角形 三 边 中 点 和 三 顶点 上 的 信 所 唯一 确定 ，BiKx*，?y) 可 表 
现 为 
其 中 


4, - DUI. 2 A; - —hu, 
hi 十 hja hi + hin 


B; 一 cci N B; 一 kia. 
kit ks kit kin 
BERRAR 8B;(*,y) 的 性 质 可 以 概括 于 如 下 的 定理 中 。 
定理 2.38%4 3 
tidra tt C Emt 
YL Ya Ley L L Yari md EL Yat: Z yes 
则 
1? 对 一 切 —is jx m4) 和 一 1 委 j 魏 * 十 1 由 下 页 图 
2.16 所 给 出 的 Bux, y) ERRARE H, Mi ER H 
SKaR) 中 任 一 与 Bi;(x, y) 具有 同一 支 集 的 样 条 通 数 必 为 
Balay) 的 常数 倍 ; 
+ 34 * 


an ~ 


svi Æ 


1 
(gl sgal 
tg} p di 
igittyt 
fg! 91 
git irs y sgt yro 
au X 1 
ig" VT gy tgotty event 
IE m 
'"vigres)t ( tgysre'gee'yse tg eto 


t 91 Bes 
yt (git'yre!goe vet Ig! ný 


wyt at Dep ot 
f TY f 
leg etyra /gs+ *2vo-'g ms vettavtasat 


spot iav s 


9l 
n 


+9) * 


2? 对 一 切 (x,520€ D= (a,b19[c,d), BE 


m+1 


5 > Bi(x,y)-—l; 


isi ja 


3° 对 一 切 〈z,y)6 卫 ， m 


5 2 (—1Y 5; RB ix, y) = 0; 


j=- j= 


4? 对 每 一 指定 的 (i h aiL Sml, aS 

n+l, FRÈ BERRAR SAR) 的 一 个 基底 : 
B: m (Bux, Gs (,,i0,—1& i & mod, 
—isjisacl). 

证 明 ”用 协调 条 件 不 难 直 接 证 明 人 性 质 1"。 29UEHH ES 2? 和 
3?， 只 须 验 明 相应 的 恒等式 在 AZ. 的 任 一 胞 腔 上 均 成 立 。 今 以 
Di; 记 由 顶点 Cx; vixi E n2. Yi 2/2) B xis, 
yi) 所 确定 的 三 角形 胞 腑 。 并 记 

P, (yj), P; T (Git xi92/2,yi). P, = Cims is 
P, = (xi 十 3x: 0/5, Cy; + 3yj 0/4), Ps Qc 十 x12, 

《7 40/2), 和 Pe (Gs; 十 x DI Ay, 3Yi 0/4). 

因为 定义 于 D; 上 的 2 次 多 项 式 恒 等 于 1 或 0， 等 价 于 该 多 
项 式 在 Poo P, 各 点 上 均等 式 1 或 0。 据 此 ,再 应 用 图 1.16 中 
所 给 出 的 各 点 处 的 信息 ,不 难 证 出 性 质 2? 和 3? 来。 

为 证 性 质 4*， 我 们 采用 不 同 于 本 章 $4 中 的 方法 。 此 处 拟 采 
用 的 方法 的 实质 ,是 通过 逐个 分 析 A 名 中 各 三 角形 胞 腔 所 涉及 诸 
下 样 条 函数 间 的 依赖 关系 来 证 明 性 质 4"。 容 易 看 出 ， 只 有 如 下 7 
个 吾 样 条 函数 在 Di 上 是 非 平凡 的 

8 

3 
为 证 1。 作 B, 的 线性 组 合 , 一 1 二 ?所 十 1, 一 1 x im n 
1， 并 令 该 线性 组 合 于 D; 上 便 为 0。 于 是 我 们 有 

5 eaS, 77 0, (x,y)€ Dj. 


k=] 
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根据 诸 s 在 P,,…,P。 点 处 的 值 , 则 可 得 到 一 个 关于 6e 
的 齐 次 线性 方程 组 : 


A, Bis, A; Bis, 0 
A Bin QF At A) Bin AnBin 
0 Aiz Bin AiiBia 
0 (5 十 44,.,)Bjs, Ain Bis 
0 Bi+, 0 
44;Bj«, (5 十 44,)Bi., 0 
A Bs, A; Bis, 
ABs (2 + A + Ais) Bin 
0 Aa Bia 
A; A, + Bid SA, + 5B, + AA Bin 
A; A; + Bit disn + Bis 
C5 + 4Bin)As, 54 + Bit Aa, + SB BR, 
解 此 方程 组 ,我 们 得 到 关系 式 
A'Biric, - A; Bises, Bire: 7 — Bises, ú 
Ai Bjt. m Ai Bises, Aie, = —Aics, 
Airit Tm — Autos Bic; 一 — Bics, 


不 难看 出 ,去 掉 5,,…,$, 中 任 一 B 样 条 函数 ,例如 去 掉 S, 
就 等 价 于 令 原 线性 组 合 中 的 系数 c, 一 0。 但 根据 以 上 关系 式 , X 
即 可 推出 其 它 5 个 系数 esse 亦 为 0。 依 此 、 硕 次 考虑 相 久 
的 三 角形 胞 腔 ， 则 可 推出 原 线性 组 合 中 的 一 切 系数 均 为 零 。 所 以 
我 们 已 经 证 明了 集合 中 的 一 切 B 样 条 函数 是 线性 无 关 的 . 
按 [25,26]，dim SKAR) = (m+ 3)(5 +3)— 1, 它 恰好 与 次 
的 基数 相等 ,所 以 B 是 SCASD 的 基底 。 口 

如 所 知 ， 文 [271 中 讨论 了 均匀 1- 型 和 2- 型 三 角 章 分 上 的 si 
空间 的 多 种 8 样 条 函数 。 自 然 ， 这 其 中 的 一 些 B 样 条 的 支 集 并 非 
最 小 可 能 者 。 

斑 绍 铭 在 他 的 硕士 论文 [28] 中 , 讨论 了 非 均匀 2- 型 三 角 剖 分 
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AS, 上 的 3 次 样 条 空间 $522 的 下 样 条 基 函 数 及 其 它 竹 质 ， 
首先 ,在 形 如 图 2.17 的 支 集 上 ， 他 构造 了 6 个 线性 无 关 的 8 
样 条 函数 Br, y), 一 1， 
:.、6， 它 们 的 真正 支 集 分 别 
由 图 2.18,…, 图 2.23 所 给 出 ， 
作为 例子 , 我 们 给 出 Bu») 
与 Byr, 7) 的 具体 表达 式 . 
其 它 4 个 B 样 条 可 根据 某 种 
“对 称 ” 性 构造 出 来 ， 
记 


Xt *; Tiu 


图 2.18 图 2.19 


而 (zx,?) 记 BG EER: 上 的 表达 式 《一 1,***,12), 
则 


2 3 Li i bL 
P) T7 Ca — hay (二 p — Gt libn y 4. Bt Hes] 
| hi hirdi hjr 


iti 


^ H 
5 (+ ing lis) 


e 94 9 


. [s Cha 一 hb; Xi 十 IT y 
Be; + hi) 


1 25. l 
— Gha + hh) (x — hin) + tial] ， 


HC * hit) ljs, 
d; 1 ; 
PLEI) = —( — lY | iit 3p. had i he), 
pe : fta 


Mad] — (ins n) 
n E 十 Mig} 
Ba y i in 


' [j his, — ADU t lin) y 


Dalh + hin) 


1 . : 
一 Ka A Ce hin) t hiu! ] 


Bah + hs) lin 


j 2 H H 4 " 
B.» 一 (» 一 ins lin) [aun Td . 
i 


les + hin) 


hih | 
= +h), 
NC A 


À i 2 
Pas y) m Ln Gt int e n) ; 


P) = px) n, y) 一 PS), 


图 2.20 Bona 
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图 2.22 图 2.23 


Lh 1 
Px, y) = 一 (x ha X 十 hy -— (» 一 -r+ B) 
his, 
. (u Lo Zhi z), 
hi + hirn h, 十 hir 


1 
f) T ( — ha EM Ziya E) 


rn hin his 


-(y- s 4d lernen Mintha), 
Bis, h 十 Ajs hb; 十 hs: 


EE EST 2E + Hl 
-— x h; 1 (3a a T i in). 
px,» (x i+ y hi n hijs, : bis, 


2lil;., 3H 十 lia 
PC .Y J= —(y— ls ONES + Ci; 2, 


Ii. Fri 


Auli ll t às] ， 


fi, 
PCI )- 一 (xz 一 bar A SY, 
A ETES Ke Gh eti 2 s+ 1), 


bis, hin 


再 以 B. y) 记 BoC, y) ERE: 上 的 表达 式 Gel, 
**,12), bu 
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A - (x -— hu» |i: HE Flin) y 


it hdi 
q uin t 2 二 (y 十 Hg lis) 
hie iti 
PHG: F hadhi — hi) y 
Be, 十 hin) 


+ hiili t 3$). Ghid; + hili — hi ilii 
lli * lj) BCh; + hie Xl 十 lis) 


^ x A ha). 
By) —(— lis [uut 2140, 
下 1 


十 


lbs, ( lj 十 ) y— hi rli( 2i 十 li ^| 


Ba Bs 
— (> 十 Hs Xx ba) 
itt 
| [B3 t lin X^ a AD y 


Hh; + ha) 


q PisliClis t 35)... (2A Mj + hl — hilja) 


ll 十 lian) Bah; + haD t lisa) 


x (x ec he] , 
OTRA Fo hein iom Philia) 


AED y) ui (» E us "ds X | Ba; 十 bis X 十 li) 


2h, h; 4 MjClg + l; D 
*(x hc ny 
WC t hin) 


2h, f 
lj, (i H Gad? 
pO) px B.» 


pix, 27 ui (2y =i z+ DE +h 
hi h, 


RS HEN 
hi Biss 
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(5 dia hli — hdi, y) 
G lj, 


ata 
a 


-— 1 ( 
m IL +t trth 
px y) h, F ha y : x 让 


(Mis — hili — hindi i. 2 
lj bn 
i 


hie, TT 十 2h; idi 十 3h, M. x 


下 hi n bis ly lj 


" 2 
+ hhn) (9 z+ et a). 


Bn p x), 


px. Lo iom Ji (2x 一 下 十 lw y ope s, 
ti 


hirs iti 
*(x— hie. 
pin. 六 一 站 [bnt y — qus its 
na. liy, 


十 TN QU T t4] (y TT ly, 
li 2 
pax. y-- 一 i (27 一 rd tj) Gh. 


pix. (x o hi Xy+ hy, 
其 它 四 个 于 样 条 函数 BYC, y» Bun e Bu. pm 
Bi(x,y) 也 可 以 相应 地 表达 出 来 。 为 节省 篇 幅 ， Bst Mas. 
根据 Schumaker?? 的 结果 
dim SKAR) = Sm + Xat 1) — (mb ono 2). 
EAH 指出 了 SK AUI) h BREARGEDSTRBU RERA: 在 
点 (W982) i 0 ,m—1;;70,- ..，, 乡 一 】 处 任意 选取 
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BIC, y), k—1,--,6 中 的 5 个 ; 并 在 点 (xvi m0, 
8 —10 $0 Cry) im 0,---,m — 1 处 分 别 任意 选取 Bin, Y) 
和 BAC, y), k— 1, -0,6 中 的 4 个 ; 再 取 点 《x。, Ya) VERS 
BL). Bn. x.) 和 BhAx,y)， 他 证 有 明了， 按 上 法 选取 的 8 

样 条 组 是 SKA 宫 )》 的 一 组 B KERR AER I 

对 于 均 负 2- 型 三 角 剖 分 AD. 6 

EW 239?" 设 k = hlii, helij, E Bi 
e220 是 常数 。 则 以 下 事实 成 立 


1? oZ > [BNzyy) 十 Bl(x,)] & 1, (x,y)€ D; 


2° 定义 
L(f) = c" > > fCx IL BC y) + Bix,y)], 


则 对 一 切 fx,y) & CCD),， 有 
"n IEC — fll; « eC H), 
其 中 H-—4/ BP, mj oo( 表示 上 的 连续 模 数 。 
对 于 非 均匀 的 AD.GHUE 
$38 24009 ”对 任意 给 定 的 剖 分 AL 来 说 ,不 总 存在 一 组 正 
数 e$， 使 得 下 式 成 立 


之 ch BSCo, y) = 1. (x,») € D, 


—ÓT 并 不 是 “天 然 ” 被 满足 的 。 

采用 通常 线 代 数 方法 ,不 难 证 出 此 定理 ， 此 处 从 赂 。 

在 文献 [29] 中 ， 王 绍 铭 针 对 非 均匀 2- 型 三 角 齐 分 AS 上 的 
Fraeijs de Veubeke-Sander 四 边 形 元 ， 给 出 了 明显 的 插值 多 项 式 
的 表达 式 。 根据 他 所 给 出 的 公式 , 人 们 容易 把 这 个 SCAZD 模型 
应 用 于 有 限 元 和 计算 机 辅助 几何 设计 中 ， 特 别 应 该 指出 的 是 ， 对 
于 如 上 产生 的 插值 算 子 (分 片 多 项 式 算 子 》T(ChjD， 王 绍 铬 2 得 到 
了 误差 估计 式 ; 设 ey) é CAm)， 则 
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IDCTE) — Di. = 007), 
其 中 为 Am 中 最 大 的 网 线 长 度 ; (029] 中 还 指出 了 上 面 估计 中 
的 具体 系数 ， 


$6. 均匀 1- 型 与 2- 型 三 角 剖 分 下 带 有 边界 
条 件 的 样 条 函数 空间 5331034] 


Hb Oo-[0,5--1]19[0, m-- 1], 3t id AQ 和 Ac 分 别 
为 如 图 2.24(a), (b) 所 示 的 1,2- 型 三 角 剖 分 : 


A 


(0, m4 D 


XX 


ERES 
(01) 
(0,0) (1.0) ort 40) (0,0) (1.0 (n&1,0) 
(2) 4» 
图 2.24 


对 给 定 的 正 鉴 数 &,zya， 定义 如 下 的 两 个 样 条 逊 数 空间 ; 
SAR) = {s E SA): Di (0, y) = Dis(n c 1,5) —0, 
0s y s mr 1,Dis(x,0) — Dirnt 1) 
-—-0,0cx«n-1,/221,2,-::,a),r — 1,2, 
显然 STA ADD C SAR T 1,2, 

由 于 边界 约束 条 件 的 限制 ,鉴于 Han 空间 的 复杂 性 ,我 
们 将 对 d.a.o 的 选择 加 以 业 种 限制 。 用 符号 TO, ÉO 和 PO 
IARAA A 的 三 角形 单元 ,内 网 点 和 内 顶点 的 个 数 。 不 准 
算出 i 

T? =X mrt mtn t 1), TO = a [nm Fn mt 1], 
È => 3nm + 29+ 2m+ 1, É? — 6am + 5n + 5m+ 4,- 
(o æ nm, P? 一 22m -- ^ mtl, 
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(D SEXCAD,) 和 SAT.) 空间 

2618 8108578 pO RI Ae PERO Fr & Vx ELE DICE E TRUE 
条 空间 的 维 数 及 基 函 数 ,首先 介绍 下 面 明显 而 基本 的 引 理 . 

312.41 没 工 是 一 三 角形 ， 它 的 边界 所 对 应 的 函数 分 别 是 
4,5 $a 4. Wi) 

wy x yr YN ry) Om jmd ieEk—S3í(15) 
是 在 的 边界 上 取 值 为 零 的 次 多 项 式 ， 

引 理 2.42 设 2 一 TUT:， 此 处 三 角形 T, n T, 的 三 边 
分 别 由 4,75 0,5 7 0,71, — 0 41 4, — 0,4, — 0,5 — 0 所 决定 . 则 


存在 常数 “ 使 得 
RERI EERI (x,y)€ T, . 
Qr ») b 2x1: (x,»2€ T, (2.76) 
在 8 的 边界 上 为 零 并 在 8” 上 为 连续 的 分 片 2 次 样 条 函数 。 假 
定 (CAAA rio Ga Loma) 是 L 所 对 应 的 对 角 线 内 部 的 大 —i 
个 不 同 点 。 则 


k-i . 
9,» IT (s — 22 ( — 301, i— 1,2, &— 1 


是 在 2' 的 边界 上 为 零 并 在 9 上 为 连续 的 分 片 大 次 样 条 ER t. 
对 应 于 这 些 样 条 函数 存在 着 仅 在 《5,,1,)、-… Go m) 中 的 
一 点 处 取信 的 线性 泛 函 的 对 偶 基 . 

218243 设 P 是 由 具有 公共 顶点 的 诸多 个 三 角形 的 并 集 
所 构成 的 凸 多 边 形 。 则 存在 唯一 的 样 条 函数 VC y) € SCP), E 
得 V(s) 一 !， 且 在 ?的 边界 上 为 零 

根据 引 理 2.40, 对 1- 型 和 2- 型 三 角 审 分 中 的 每 一 三 角形 ， 存 
在 (下 一 Uk 一 2)/2 个 线性 无 关 的 样 条 函数 ,它们 的 支 集 均 是 该 
三 角形 。 而且， 这 些 样 条 函数 中 具有 仅 在 三 角形 内 部 一 点 处 取信 
的 对 偶 基 ， 记 这 些 样 条 函数 和 它们 的 对 偶 线性 泛 函 

SP MP. 3,2, j= 1,1, — 2X 1At 
其 中 a( — 1,2) 指 前 分 类 型 之 标号 , i 表示 剖 分 中 三 角形 单元 的 
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标号 。 

根据 引 理 2.42， 对 于 剖 分 中 的 第 * 条 网 线 上 存在 一 1 个 线 
性 无 关 的 样 条 函数 、 它 们 的 支 集 是 以 此 网 线 为 公共 边 的 两 个 祖 令 
三 角 形 的 并 集 。 将 这 些 样 条 函数 和 相应 的 对 侦 线 性 泛 函 分 别 记 为 

£3 Qm X, 1—1,2,--:,k — 1, 

由 引 理 2.43, ATADIR i 个 内 网 点 ， 存 在 一 个 以 该 内 
Re £z, l i ARE E 点 
取 值 的 对 侦 线 性 泛 函 。 

定理 2.44 对 任意 的 非 负 整数 ,n,m， 

dim SCAR) = a * Rnm + (ak! — kn + m) 
十 o( i — 2k -- 1), (2.77) 
样 条 空间 SKAR) (Ca = 1,2) HEARE 


durer y GM I U (M. Q9 
相应 的 对 侦 基 是 
Ac 一 Qnod U {19} gn, U (UP. (2.79) 


i=j ja 了 下 1 £w1* 


证 明 显然 (2.78) 表 示 的 样 条 函数 属于 SCAR. RERE 
m 79) 的 形式 容易 知道 它们 组 成 一 对 偶 基 ,因而 
. dim SZAR) > TOCR— 1X& — 25/2 
十 Ee — 1) 24 P9 一 NO, (2.80) 


上 式 右 端 的 数 之 和 恰好 是 (2.77) 中 的 数 。 为 证 明定 理 的 结论 ， 往 
证 dim SAR) < NO? (xc 一 1，2)。 CIERRE EH, S se 
SAAR), Mh As- 0, Xf. (2.79) 中 所 示 的 任意 绥 性 泛 孙 2 成 
Z, WEH : 0 即 可 。 现 假定 对 一 切 eA 有 1 一 
0, 加 :在 前 分 的 项 点 和 各 网 线 内 部 的 大 一 1 个 点 处 为 零 。 这 说 
明 s， 宪 各 内 网 线 上 恒 等 于 零 ， 因 此 在 每 个 三 角形 上 : 可 被 该 三 角 
形 的 三 边 的 线 福 形式 整除 。 而 约 化 后 的 太一 3 次 多 项 式 可 被 该 三 
角形 内 部 —2Xk-—1)2 个 点 处 取 值 的 线性 无 关 之 线性 泛 函 
所 唯一 确定 ， 所 以 必 有 s: 0, LJ 
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个 面 分 别 介绍 带 有 齐 次 边界 条 件 的 1- 型 三 角 剂 分 和 2- 型 三 
角 剖 分 土 的 具有 一 阶 光 滑 度 的 3 次 和 2 次 样 条 函数 空间 。 
(ID 1- 型 三 角 剖 分 下 CI-3 次 样 条 空间 CSICA TD. 
引进 定义 在 长 方形 区 域 O0 ,yy 
(图 2.25) 的 剖 分 A， 上 的 辖 助 TO 
样 条 函数 类 、 其 中 剖 分 A， 是 
由 直线 x 538918: 
对 于 部 分 A， 和 非 负 整数 
asp，, 定 义 如 下 样 条 还 数 空间 
y" (A) - fs € Co); 图 2.25 
slo ssla, € P,, 并 且 
Ds(0,- )- 0,Dis( 5,0) = 0,1 1,2, taj m 1,2, 
e.. 8). (2.81) 


为 构造 这 个 空间 的 基底 ,引进 下 面 的 一 组 基 样 条 函数 : 


"e y- 7 =F x), (x,9)€ 2, 
i xy, (x,y)€ 2; (2 82) 
xy, (5,52€ 2, | 


Ht) 一 bus — y); (5,50€ Qy 


x(2y 一 x), (x,y)€ 2, 
EE P (x,y)E Q, 
u(r, y) 7 xy, (1,52€ Q2 UDs 
3 (5,52€ Q,, (2.83) 
RANS b PCr — y), (G.2€2, 
(5,5)€29, 
Mte sad Gel. 
» x (x,y)€ Q,, 
in [S y), G.€2, 
v(x, y) v ity, (x,y) € Q, UD, 
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, x(2y m z), (1,52€ Q,, 
OE o (2.84) 
à EN x(3y 一 2x), (x,y)€ Q,, 
EOD [o (1,52€ 0,, 
w(x,y) T rY, (x,52€ 0, 
s (x,y) 一 xy, (x,52€ 9, 
w(x, y) = sr, (x,y)€ 0, 
" 0, (x,52€9,, 
iod bos yF, G,€2, (2.85) 
; E x(x 一 yy (x,52€0,, 
seo i (1,2€0,, 
í = x(x — Y), Cx,y)E Q., 
Wey) bos y), (x,y)E€ 2,, 
可 直接 证 明 下 面 的 引 理 。 
引 理 2.45 


dim S (A,) = 2 
dim 53 ( A,) = dim 55" A) = 4 
dim $$^*(A,) = 6, 


HARA GG». Ins Yhes GG YI. QI, 
7)} 分 别 是 上 述 4 
个 样 条 空间 的 基底 , 
为 介绍 本 节 的 主 
要 结果 ， 我 们 还 需 引 
进 另 一 辅助 样 条 空 
间 . 设 6 一 [一 1:* 十 
119 [—1, m+ 1), 
(51, 71) A, 表示 如 图 2.26 所 
图 2.26 示 的 S BUS H 
分 ， 对 正 整数 c,9， 定 义 如 下 的 样 条 空间 ; 
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SKa,d;À,.) = {s € e(Ó) slo ESCAR siao — Ù, 
Dis(0,* )= 0,Dis( *,0) — 0, 
i-—1,2,:-:,0;] 7 1,2,:--,8). (2.86) 

根据 本 章 定 还 2.2 的 证 明 , 可 得 到 

引 理 2.46 ”对 任意 的 ” 和 m, 恒 有 

dim $1(0,0,A,,.) — 2(» + 2)(m 22 — 2, 
这 个 空间 的 基 函 数 由 下 面 的 函数 所 组 成 ; 

U9 Oh i i {e051 (2.87) 
其 中 sye Ce 45,» — D, 且 其 它 冰 数 可 由 (2.82) 一 《2.85) 类 侯 
mx. 

3E XR EETZ ER 

ejf = fimt 09,7 0,--,0- 1, 
&f — iat 1,5),) — 9,- ,mt 1, 
容易 证 明 如 下 的 

引 理 2.47 以 下 25 十 2m 十 5 个 线性 泛 函 

A: — {eH U {eD} U {8} 7e UTD, He (2.89) 
在 空间 SCO; Änn) 上 线性 无 关 . 
进一步 有 
定理 2.48 ”对 于 任意 的 非 负 整数 n,m 2: 0, 
dim S (AUD) = 2(nm -- n Fm) 4- 1, 
证 明 很 明显 
SICAL) = {rlo:s€ SIC0,0;A,n ),1s -9,1€ A}, 
其 中 4 是 引 理 2.46 中 所 定义 的 线性 泛 函 组 。 击 上 述 引 理 , 它们 是 
线性 无 关 的 。 利 用 引 理 2.45 
dim SHAR) = dim $((0,0;4,,) — (2n + 2m + 5) 
= (n+ 2Xm+ 2)—2— (2a + 2m 5) 
- 2(mn tnt m) 1, 


(2.88) 


p» 
有 了 样 条 空间 SCA) 的 维 数 ， 便 可 以 进一步 讨论 该 样 条 
函数 空间 基 函 数 的 构造 。 设 mom m2. 引进 如 下 的 6 个 基 样 条 


* 105* 


ü. m+1) too -ij (o m+1) foo —2) 


weed 四 Bion 
(.m*0 [00-1] [1696-1 


($5910 ^ 


A 
8i td) Bf... 


(9) Bj ou 


E 2.2 


"d06* 


函数 。 为 清楚 起 见 、 在 这 里 用 图 表示 这 些 样 条 函数 。 图 中 给 出 了 
这 些 样 条 函数 的 支 集 和 能 够 唯一 确定 分 片 3 次 多 项 式 的 信息 《网 
点 处 的 函数 值 和 酚 个 一 扒 偏 导数 值 , 单 元 重心 处 的 函数 值 )。 抑 图 
2.27， 为 简便 计 , 图 中 有 些 点 处 的 信息 没有 标 出 ,因为 这 些 点 上 的 
信息 可 由 对 称 人 狂 得 到 。 每 一 样 条 函数 在 图 中 用 单线 标 出 的 网 线 上 
RC 过 渡 的 ,而 在 双 线 标 出 的 网 线 上 是 仅仅 hÀ 过 渡 的 。 我 们 用 
字母 B 的 上 标 区 别 样 条 函数 支 集 的 形状 、 耐用 下 标 表示 其 支 集 在 
矩形 域 9 中 的 位 置 。 
由 这 个 5 个 基 遂 数 以 及 它们 的 平移 和 旋转 可 求 得 BA 
的 另外 的 一 些 基 函数 。 定 义 如 下 的 具有 局 部 支 集 的 样 条 范 数 
doe 一 有 et 十 1 一 3 如 十 1 一 了 )， 
Bh, y) — Bb unc 1 — x,mc-1—y), 
Berar ty) 7 Bunt 0— xm 1 y), (2.91) 
d P An 一 Big. l1-—x,ml1-—y), 
Buy) 7 Bhacuus(n t i — xm 1— y), 
Bj azja) = LAC 十 1 一 zx) 地 十 1 一 了) (2.93) 
在 以 上 定义 的 具有 局 部 支 集 的 祥 条 项 数 中 (2.90) FAF EER 2 
的 右 下 角 ,(2.91) 作用 于 Q 的 右上 角 ，(2.92) 作用 于 8 的 底 边 ,而 
(2.93) 作用 于 0 的 内 部 。 为 得 到 适用 于 沿 2 左右 边 单元 上 的 具有 
局 部 支 集 的 洋 条 函数 ,将 图 2.27 PERR d) 和 6) 分 别 绕 y 一 
一 + 7 = x 旋转 180°, 于 是 得 到 


(2.90) 


(2.92) 


je = dani 二 1] 一 y,m 十 1 一 x)， T 

Bijelo y) A B$ oj On FES y,md1— x), 
Big, y) = Bfn m — nt x), 

| 5 n (2.95) 
Biyu(x. Y) Ex BS mam — n- x). 


定理 2.49 如 下 2(nm-k nb m) 个 上 共有 局 部 支 集 的 样 条 函 
数组 . 
B | {Bim Biss Bois Beas Beas Bo w+)} 
UBI Bru Bats B aatia 
U { Bis Bois; Bing: B; uil 
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UBL, Blois nomo (2.96) 
在 OQ 上 是 线性 无 关 的 。 
证 明 设 以 上 样 条 函数 的 一 个 线性 组 合 在 8 上 恒 等 于 零 ， 则 
它 在 所 有 内 网 点 处 关于 * 和 y 的 偏 导数 以 及 它 在 每 一 三 角形 重 
心 处 的 值 必 上 皆 为 委 。 而 且 除 (0,0),，(# 十 1,0),，(0,mw 十 1) 和 
(at 1, m 4r 1) 外 的 其 它 边 界 网 点 处 的 法 向 导数 值 也 必 为 零 。 电 
此 导出 含有 amt n+ m) 个 未 知 数 的 Snom + 48 o 4m oa 2 
个 齐 次 线性 方程 组 。 而 此 方程 组 的 系数 矩阵 是 满 秩 的 ， 因 此 定理 
为 真 。 a 
由 定理 2.47 知 , 空 间 SAAR) 的 维 数 为 20m 22-2m4-1, 
为 构造 SMCAID) 空间 的 基底 ， 仍 需 寻 找 与 38 中 元 素 线 性 无 关 
的 另 一 个 样 条 函数 。 我 们 将 看 到 ， 样 条 函数 空间 SMAR) HUE 
何 一 组 基底 中 至 少 侣 有 一 个 如 下 意义 下 的 整体 样 条 函数 
定义 2.50 一 个 样 条 函数 sE CAR) 称 为 是 整体 的 ,如 黑 
它 满 足 
i) D,s(0, * 2380, Ds(#n 十 1,* ) 壬 0 
或 
B) Dj( *,00 88 0, D, Cem 1) 3 0, 
所 谓 整体 样 条 函数 ， 其 支 集 必然 是 从 上 2 的 左边 界 到 右边 界 的 
区 域 ,或 者 是 从 2 的 下 边界 到 上 边界 的 区 域 。 显 然 ,如 果 我 们 考虑 
HERRON 1- 型 剖 分 , 至 少 需 要 构造 一 个 整体 样 条 函数 ， 这 次 
会 是 很 麻烦 的 ， 
定义 SHAN) 的 一 些 子 空间 : 
Sp AUT ~ (se SAI): Dis, * ) 7 0, 
Dis(n 十 lj*) 一 0 一 0 -0 一 和 -3 
Dis( *,0) 7 0, Dis(* ,m-r 1)5-0p-—0, 
bg — 9,: B). 
特别 地 
Sy" ARY) 一 SCAR), 
SAAR) e SP CAS), 
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引 理 251 对 任意 的 非 负 整数 n,m, A 
dim SPLA AU) = dim SAAN) = (20m — i), (2.97) 
dim SPAY — dim SHA A) — 2am, (2.98) 
这 4 个 样 条 空间 的 基底 分 别 是 
B, == {Br mts Biss Bisio Biwro Breds Bs 
Blas), 
B, = (Bi BIS Beytss Bue Bou Blass Bina). 
B, m (Bt, Bh Bi ue Blau Bia Bias Biritie 
Bios, 
B, = (BS Lus B$ uris Biss Bis Biaso Bes, 
Blois Bias 
其 中 i0, kem 2,/7—0,:---,m— 2, 
证 明 根据 第 2 章 定理 2.4， 样 条 空间 $((1,1;A7.) 的 维 数 
为 2C# 十 1Xm 十 1)。， 显 然 MCA)CSKCE GAZ), HE 
由 空间 SK1,1;As%》 中 满足 下 列 条 件 的 元 素 所 构成 : 
is— 0, 1€ A9, 
其 中 AY = {e t, Cptis ee CetiDes Gs" Ce, GD,, 
tobat D,) 是 由 (2.83) 所 表示 的 线性 谤 函 的 集合 。 因 为 A 中 
的 线性 泛 函 是 线性 无 关 的 ,因此 
dim SHIAR) = Aa + 10m F1) — (2m + 27+ 3) 
— (22m — l). 
类 似 地 ,可 算得 SAAN) MER. 
下 面 计算 样 条 空间 SU CAT) BENE. dE 2 章 定理 2.2 
知 , 样 条 空间 $1(1,0; ADS) 的 维 数 为 2am t 4s 十 2m 十 4 BK 
基 男 数 是 由 函数 | 
{0 
组 成 。 显 然 SOCAR C N, AU%)， 且 其 由 满足 下 面条 件 
的 «€ 51,0; A22) 组成; 
às sa 0, VA € A'?, 
其 中 A? - AP Utm, 2t T: Ul6D,), ms = DG/2,mt 


+ 409 ， 


1) i= 1,2,- 2n - 1, 不 难 验 证 AP 中 int 2m d 4 个 线 
bEIPEGRERRREXOERO. Mi 
dim Si^ M AR) — (20m + 4n + 2m + 4) 
— (án 十 2m + 4) — 2mn, 
类 似 地 可 证 明 空 间 SA) 的 维 数 公式 。 BoBo B, 58. 
分 别 属 于 引 理 中 的 4 个 空间 。 根 据 定理 2.49， 它 们 又 部 是 线性 无 
头 集 , 从 而 引 理 得 证 。 - 
引进 记号 
loc SIIA m) — span B, (2,99) 
显然 样 条 空间 locSi*"(AT2) 是 引 理 2.50 中 的 4 个 样 条 空间 的 并 
Æ, BH dim loc SAR) — dim S(AU2) — 1, 
定理 2.52 如果 ESR B s 不 是 整体 的 样 条 函数 , 则 
sE loc ST ( AD. 
证 明 HERR, s 的 法 向 导数 至 少 在 史 的 两 个 相 邻 边界 
上 为 零 。 因而 “上 至 少 属于 引 理 2.49 中 定义 的 4 个 样 条 空间 之 一 ， 
所 以 s€locsi((AZZ),. EHE, 
这 个 定理 说 明 样 条 空间 loc HCAW 是 SPXACO 中 不 包 
含 任何 整体 样 条 函数 的 最 大 子 空间 。 这 表明 样 条 空间 Sat) 
的 基底 中 至 少 需要 有 一 个 整体 样 条 浮 数 。 
关于 具有 C 齐 次 边界 条 件 的 样 条 空间 SPCAT2), RITA 
定理 2.53 对 任意 的 非 负 整数 s,m 
dim $ (A0) — 2(n — Lm — 1), 
lo 组 样 条 函数 : 
{Binit Bfn liaii (2.100) 
WEB] 由 本 章 定理 2.2, 样 条 空间 SIAN Bg 2(-- 
IXa +1), BERARO {rt a 空间 SPCAID) WB 
于 空间 61,1; A22) 中 满足 下 面条 件 的 元 素 : 所 构成 的 子 空间 : 
1 一 0， 对 尾 何 1€ AT, 
其 中 AU m ACUAPUU,, Tues] Tj m Dus(n + 1,/2), 
j—0,1,:-:,2m-k 1， 不 难 证 明 A?" 中 元 素 张 成 的 空间 是 at 


o> 


m» 维 的 ,因而 
dim GAAR) =2(n + DX m F1) — 4n -+ m) 
= 2(5— lm — 1)-. 
由 定理 2.48, ic 2s [H]Irg — 2H 3E PEL XL 2H 29. (2.100), P 
在 图 2.27 rh£& HRABRA FE R OR PX p R Bi 
P. O. Fredrickson[11] 给 出 外 ， cotidie ahud 
特别 应 该 指出 的 是 其 中 的 Bn. 在 其 支 集 内 部 不 全 是 正 的 。 
以 下 讨论 均匀 2- 型 三 角 剖 分 下 的 带 边界 条 件 的 样 条 函数 空 
E, EX SaR) 的 一 类 子 空间 
SEAR = {s € 1A 2) :DLs(0, y) 一 Dis 十 1 一 0， 
MP 0sysmdai; Dix,0)-Dicx,m- i) 
—0, 4 0c xcnbl;—l,2. 5a) 
有 关 结 果 均 取材 于 文 134].。 — 
为 得 到 SCAR) 空间 的 维 数 ,需要 下 面 的 引 理 ， 
引 理 2.54 对 任意 的 非 负 整数 n,m 
dim SAAR) S (a 4- 1)(m t- 1) — 1, (2.101) 


证 明 ”因为 一 元 2 次 多 项 式 由 3 点 处 的 值 所 唯一 确定 ， 所 以 
SEATS) HHY sE SCAR SB OUS 


(o, s(n e T 2, 


(4, o) - s (4 ,mm 十 十 一 0 一 0,1， 2m 十， 


M n,.m221 时 ， 存在 (OR 使 得 Bux, y) 在 的 外 部 恒 等 
FF. RE (255) X, 任 一 ，& SLAN) STIRRER 
x,y) = 之 X ei Bin, Y). 09 Gi. Q. 102) 
(e hri man io) 
和 和 用 Bí 3). 在 边界 上 的 点 (!/2,K/2) 处 的 值 ,得 到 Kx, yE 
NAD 的 充分 必要 条 件 是 (2.102) 中 的 系数 ci 满足 下 面 的 方 
fi: 


SIUE 


ti einst eu deu m 
Cmn 十 Citati 十 Cim F Citat =O 
cta F Oci E ditia t cia F Ofri 

十 Cisne 70 


u= MELLE, 


i2 ],2,--,9; 
Cimet F 6ei+umt+， T Cixnmhi 十 Cini 


F cirar t Citra m 
Cai T ent eui eus mO 
atni + LIN ct Catz į + Carrin U* 0 
Cai E Oeni E coira eu F Ocih 
+ cuj mO 
Catani 十 eus E Catin 十 Catti 


十 6c,enin 十 Catin "7 0, 


pits 


j70,1,*55,m, 


经 过 计算 它们 可 人 简化 为 
€i. 6, 76, 1 0,1,:--:,52- 2, 
€i ui Term m O, Re 2, (2.103) 
eu es; m 0, j—0,1,---,m-- 2, 


€. VT Cr- = 0, 17 0,1,- m 2, 
由 此 可 知 ， 任 一 Ci, 站 El: [m (G,0), Gom 2)125U(0, DD, 
(F1, 门 }?2 所 对 应 的 Bi 均 可 被 一 个 指标 Ci, D 不 在 集合 
IU(G IO) 中 的 B- 样 条 所 代替 。 因 此 sesa) 是 (x 十 
3X m+ 3) — (25 + 2m + 8)—1 = (n+ 12(mr 1) —1 ¢ 
8- 样 条 的 线性 组 合 。 这 就 证 明了 (2.101) 式 当 n,m 2 2 时 成 立 . 
当 # 和 如 中 至 少 有 一 个 等 于 0 或 1! 时, 可 从 本 章 (2.55) SERES 
出 《2.101) 式 . 口 
以 下 利用 Zwart 的 引 样 条 及 其 移动 的 线性 组 合 来 构造 样 条 空 
间 SPCAZ2) ERR, BEER #,m 之 1 情形。 定义 Bu, 
站 ， 使 其 在 8 的 外 部 为 零 , 且 在 0 的 内 部 有 
By) T Burp) — B, Cry) — Baz) + Box,y), 
Beas) Bou) — Barzas) — Boos y) 
十 Baa), 
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B, eu») = B mth 2Y) — Boos(n3)— B ntl) 
OB s.y). 

B.) = Buon) — Boss) (2.104) 
一 Boa Buuuun», 


B. ix, y) = Bi Gy) — Bi Go 9), 
S 2,3,:-5,80, 
B, eus») 一 B; qan. y) — Bi nr x»), 
i-—2,.3,---,.5, 
BG) 一 Bua — Buen. Mods 
[—2.3,.-7--.m, 
Bun.) = Bouun»)»)— Bax»), 
j= 2,3, -*,m, 

Bi(x,y) 一 Bley) i — 2,3, n.i 7 2,3, m, (2.106) 
将 (2.104), (2.105), (2.106) 中 所 示 的 8 桩 条 函数 分 别 看 作 是 角 ， 
边 和 内 部 引 样 条 函数 。 它 们 的 支 集 以 及 其 在 网 点 及 网 线 中 点 处 的 
HJARA 2.28, 图 2.29 给 出 ， 图 中 的 单线 表示 8 样 条 在 此 网 线 
上 是 C! 过 渡 的 ,而 双 线 表示 8 样 条 在 此 网 线 上 仅 是 C R. 


B 2.28 


定理 255 ”对 于 任意 的 wn,m 之 1 
dim SAR) = (nt 1m o 1)— 1, (2.107) 
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并 和 且 该 空间 的 基 泌 数 是 
(x, emissa. eiemci, G) = (uj), 
| (2.108) 
Et Ciji) 是 一 任意 给 定 的 指标 : 1 所 i 所 zn 十 1,1 志 ij, 志 
m 1, 
证 明  mAQ. 1089 BS RE ARERUR ICT. SAR) REE 
证 这 些 8 样 条 是 线性 无 关 的 。 假 设 


stl nè 


2 > 2,4; (n, y) = 0, (y) € Q, (2.1095 


mE 


E anim 0, 根据 Ban, y) 的 定义 并 利用 (2.55), 可 将 (2.109) 
式 改 写成 


x > Caii — (—1Y*ia,,)B,; + » (C—1Yo,, +a.) 
Oum Ba) (Da us 
二 > IVan + o.) 

o (Bia — Bu) — (=a + ous) 

B usc Bon > (€—1*a,, + at) 
(Bung — Boa) — (21) a, — anian) 
:Ban 一 Be 十 (mts nu 


CB, en S Biat) cx (C—1)**"4,., m RET 
"(Bonon 一 Beso 0, (x,3)€ O, 
RE (2.55) A, Bax, 3)( 0,0 关 (0,0))》 是 线性 无 关 的 。 从 而 
2,, 一 (一 1)itio， 对 一 切 i— 3,2, 1, jm 13,2, 75, 
mcd Y BF si 一 0， 所 以 一 切 as; 一 0， 口 
剩 下 的 仅 是 # 和 芭 中 至 少 有 一 个 为 0 的 情形 。 这 时 需要 构造 


* Mat 


em Vm 


je! 


共有 更 小 支 集 的 下 样 条 函数 。 仅 考虑 n0, md 情形 , 至 于 
其 它 情形 可 通过 坐标 加 的 旋转 而 相应 地 得 到 。 在 以 《0, ; 一 1)， 
(1,7 — 1.CU I +1), 0, - 1) 为 项 点 的 矩形 内 部 ,定义 
Bí(x,y) = (B,, + Buai B, — (B, B, Bi) 
(2.110) 
且 在 该 矩形 外 部 Bi(x,y) EAF. 
(2110) 式 定义 的 样 条 函数 是 在 9 内 C 连续 的 分 片 2 次 多 
项 式 。 其 支 集 和 在 网 点 、 网 线 中 点 处 的 值 如 
图 2.30. 图 中 双 线 和 单线 的 含义 同 图 2.29, 
.定理 2.56 ”对 于 生意 的 非 负 整数 m > 
0, i 
dim SAB) = m, (2.111) 
且 该 空间 的 基底 是 {B29 5i. 
证 明 显然 , B 样 条 Bj n0 ESMAR). 
由 它们 的 支 集 性 质 可 知 它们 是 线性 无 X 的 . 
由 引 理 2.53 Bla] AB HH SE RR, 
下 面 讨 论 均匀 2- 型 三 角 剖 分 下 SEO) E 2.30 
空间 ,我 们 有 
定理 2.57 对 任意 非 负 整数 nm 之 0， 
dims AR) — (s — Di(m 一 1)+， (2.112) 
且 该 空间 的 一 组 基底 是 {B Cry) Ee. 
证 明 设 :€5(A22D. 则 sesz(AL) 的 充分 必 轩 条 件 是 
ESPAR) Bie d 
D,:(0,7) = D,s(n 十 1,70, j-7090,1,---,mo- 1, ` E 
D Ci 0) = D, Cism t+ 1)=0 i— 0,0, nb 1, 
BEER 221, s(x,y) 可 表 为 


4*2 mt? 


s(x,») s 2 2 e; Bii, 3) 


其 中 e 一 0。 因 此 se Sy (Ax 的 充分 必 变 条 件 是 系数 eui m 
足 方程 组 (2.103) 和 和 


?M$8 


fc Tb oci 7 64 — Cita 7 0, 

|Cimti E Cirmi 一 cid 一 Citat ™ O, 

€u;7F euit — 6j T 6,070, (2.113) 

Carni 十 Coriti™— Cui — Casus 0， 

122]1,2,:-,2d-1,/— 1,2,-:-,mb l, 
求解 方程 组 (2.103) R (2.1135, 可 得 到 

e; T (— Vy tle 

对 于 :一 0 十 2 2; 0,1),mcr- 1,59 2; 和 7 一 0,1， 
n+l, +2., :-—0,1,:---,m-ct 2, BA e,,7 0, JAfi— 589 
ciim 0 所 以 上 是 {Bley Nan 的 线性 组 合 。 再 由 (Bou, 
Y) 的 线性 无 关 性 , 即 知 定理 为 真 ， Dn 


$ 7， 非 均匀 2- 型 三 角 剖 分 下 的 带 有 
边界 条 件 的 样 条 函数 空间 632 


上 一 节 我 们 介绍 了 均匀 1 型 和 2 型 三 角 剖 分 下 的 带 有 边界 条 
件 的 样 条 函数 空间 的 维 数 及 基底 。 这 节 将 借助 于 文 [35] 的 结果 讨 
论 并 介绍 非 均匀 2- 型 三 角 剖 分 下 还 有 边界 条 件 的 样 条 函数 空间 
的 结构 ,给 出 该 空间 的 维 数 及 基 函 数 ， . 
， 设 知 形 O xscsl9Ussdcixsxa9 5]; 
其 中 zx- tostar C Epris Ya 之 yor, 之 Yaro HIE 
Aux pt 
为 一 非 均 名 的 矩形 剖 分 ， 绘 出 所 有 于 矩形 的 两 条 对 角 线 便 可 得 到 
2 E535) 2- 型 三 角 部 分 , 记 为 和 2。 
本 节 考 虑 SICATLO 中 满足 某 些 边界 条 件 的 子 空 间 。 为 此 , 设 
a 为 一 非 负 整数 ,并 定义 
SGAR) — {s E SALK): DEGs(x, y) = Dis(xet0y) = 0, 
y, & y & Yori Dr y) 一 Dix, yo om 0, 
xx S nny’ 107 0,1, oo) 
以 下 将 给 出 GAA) 及 SSCAZLI) 的 维 数 及 基底 。 首先 考虑 
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SPCAZL) 下文 请 要 用 到 本 章 8 4 中 一 个 二 元 中 样 条 函数 ， 它 的 
支 集 是 以 《Cxi + xia )/2 C9  ;,20/2) 29, VÀ (xci), 
(xia Ys Cni Yi De (in Yi Ds Qi Yiri Xais 9i o Cxit 9D, 
(xii Yi 2 7 RUBIA GALE, EUG B FESRPRSIGO7S B em BCx,y). 
它 在 上 述 八 边 形 支 集 外 恒 为 零 ， 并 且 是 具有 C! 光滑 度 的 2 次 分 
片 多 项 式 ，BCx,y) 的 支 集 图 形 见 图 2.14, 该 图 中 还 标 出 了 Ble, 
3) 在 每 一 个 三 角形 的 6 点 , 即 3 顶点 及 3 边 中 点 上 的 值 。 

这 里 我 们 用 Bix,7) m BCe — xi y y) GIO, 
# 十 2,7 = 0,1,---,m-F 2) 来 表示 中 的 平移 。 类 似 于 《2.55) A 
可 证 明 

引 理 2.58 xj iti dE C EE n m 


54192 


b» b» C— (x; — xi X9; 9)Bi,; — 0, 


(x,7)€ 9, (2.114) 
EREA Si Sat 0S Smt, 集合 {Bij 
Cis h) 0E inc 2.08 i m 2) 为 SaL) 的 一 组 基 
底 。 
-关于 空间 SPCAZLO) 维 数 的 上 界 , 我 们 有 
引 理 2.59 ”对 于 任何 非 负 整数 nm, A 
dim SAAS) «& (十 1m 十 1 一 1 (2.115) 
证 明 因为 一 元 二 次 多 项 式 唯一 地 由 它 在 三 个 不 同 点 上 的 值 
所 确定 ,所 以 Se SCAZLO) 同时 属于 类 SPMATL) 的 充 要 条 件 是 
S(n,y)T $(x,4,,»2 0 j—0,--.mcl . 
SC, CY H 3440/2) S S(x Cf; + yj,2/2) 7 9,j 0 0,- m; 
Sy) m Sm, yu) m0, i021; 
SCG; 80/2.) 一 SQQ; 十 xi 02,424) 7 0, £m 0: n, 
(2.116) 
首先 考虑 s. mcm 2 的 情形 。 此 时 必 存 在 如 此 〈#;，j) 使 
Bus 在 如 外 恒 为 零 。 由 引 理 2.57, S€ SX 和 人) 可 展开 成 
BTE 


3 一 D Cubo, (2.117) 


mo 
由 代数 方法 ,可 从 (2.116) 与 (2.117) 式 中 得 出 下 述 方程 组 
C;,B, 十 Ci 有 一 0,CiaxtBn+i CimtiBnti 77 0, 
:—0,1,775,577 2, 
C, id t CiA m 0, ConsAstit Caenidae m0, 
¿= D, l, ent 2, 
其 中 


Xi, — Xia Yin 7 Yin 
因此 ,在 SRRA LL), EE 0, 属于 集合 
1 — ((,0),G, m + 22230 (0, D, Ca + 2,021 
的 那些 项 Ci,;, Bi 可 由 下 标 G6 1U(G D) 的 一 些 项 代替 . 
Br S 可 以 写成 
(nt 3X mt 3)— (2nt4 2m +8)—1 
= (nt 1Xm+1)— t 
个 8 样 条 的 线性 组 合 。 这 就 在 #,m 之 2 时 建立 了 (2.115) 式 。 当 
n 或 态 ( 或 者 两 者 都 ) 为 0 或 1 有 时 ,可 直接 由 (2.114) 式 出 证 得 引 理 
2.58 为 真 。 口 
现在 考虑 构造 SAL.) 的 基底 。 首 先 假设 m>, 在 
此 情形 下 ,我 们 定义 如 此 样 条 函数 多,,;， 它 在 8 外 恒 为 零 , 而 在 2 
内 取 如 下 形式 : 
全 ,一 ABB,,— AB'B,,— ABB,..+ A,B, Bons 
Baro = AaB, Bar — AaB Barira 7 AsnB, Bar 
+ 4 naB Bue 
B, cu c A BatB ar — A BosBous — ABstB.mr (0118) 
| 十 A, Boir Bou, 
uen 一 A oBsnB.em | ALaBeunBleaun 


AS AstBnt:B atst 十 A,B, tr Bat:,s+2, 
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和 一 BiB,, ~ B,B; s B, um 一旦 
i 2,o-.8 (2.119) 
B, 一 4, — AB, Bui n PM j— 4onBoua 
B, Byu.i-2,-59, j— 2, :,m, (2120) 
我 们 分 别称 C2.118)、《2.119) 和 (2.120) 式 为 角 、 vy ERA 
数 。 这 些 样 条 的 支 集 同上 一 节 均 匀 2- 型 章 分 下 具有 局 部 支 集 的 
相应 有 样 条 的 支 集 相似 ,只 是 这 些 样 条 的 支 集中 ,前 分 未 必 是 均匀 
的 ， 
定理 2.60 对 所 有 #,m 之 1, 有 
dim SA = (5 + 1)(Cm++ D-1, (2.121) 
且 空 间 SAP.) 的 基底 为 
E-—(B;:l&isscbljüej&mc LG v Gus 
(2.122) 
iuh GO EEA, Lh Ss tilsi Smti, 
证 明 显然 ECSU(AT.) 所 以 据 引 理 (2.58)、 只 要 证 明 
"2.122) 式 为 线性 无 关 集 即 可 。 假 定 


ati m41 


25 23 a;B; — 0, (5,5) € Q, (2.123) 


TIRE 
其 中 ws 一 0。 我 们 仅 需 证 明 所 有 的 as; WF, 由 引 理 2.57 
及 Bi 的 定义 ,从 (2.123) 式 的 展开 式 不 难 推 得 
ii = di jd, 

其 中 di,; 天 0 为 常数 。 因 此 本 定理 得 证 。 口 

A TRUE n dum CREDERE EUER RR. JEN. RETE 
构造 只 有 较 小 支 集 的 8 样 条 。 我 们 不 妨 假 没 # 一 0,m 之 1 (其它 
情形 相当 于 将 坐标 旋转 ) 定 义 

Bi(x,y) 一 AABit Aou Buia A 4B, 
— CA A; Bua t Ai B,; 十 A AB) 

其 中 《x,y) EXEUL Cic» is Yi) Cris Yin) Tl Gu yi 
为 顶点 的 矩形 之 内 , 当 (y) XE EXEIBIEZ AMI, BG y) € 0, 
B, 的 支 集 与 上 一 节 均 匀 1-888012) FARBE B FEAR RUSCÓR REIR US, 
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只 是 前 者 阐 分 未 必 是 均匀 的 。 
定理 2.61 对 任何 m>0, 有 
dim 519( Aj.) = m, (2.124) 
E {BB} 为 Sa) 的 一 组 基 。 
证 明 由 B, 的 支 集 的 性 质 , 立 刻 知 道 它 们 是 线性 无 关 的 . 故 
由 引 理 (2.59) 便 可 推 得 (2.124) 式 。 
用 相似 的 方法 , 我 们 可 以 得 出 下 述 的 关于 空间 SA 的 
维 数 及 基底 定理 。 
定理 2.62 对 所 有 nym 20,8 
dim (A2) = (n — 1. * (n — 1e, (2.125) 
且 $2CA2.) HAER (B; eje 


$8. 关于 三 角 剖 分 下 $1(A) 空间 的 维 数 


RDA P 中 单 连通 多 边 形 区 域 。 根 据 平 面 图 论 知识 我 们 知 
ib, D 上 的 三 角 剖 分 A 是 一 个 直 边 2- 连 通 平 面 图 , 它 的 每 个 内 部 
面 是 一 个 三 角形 。 因 此 我 们 可 以 借助 平面 图 的 概念 和 基本 性 质 研 
究 它 的 结构 。 设 VCA), ECA) 分 别 表示 的 顶点 的 集合 和 边 的 集 
&, 0^ 表示 和 的 无 界面 的 边界 ( 即 6A 一 8D)。 记 (a= 
{vE VCA); v Eint ðA}, ECA): ={e € E(A):e (RAAI C 
intBA}, ECA): — 的 内 部 面 的 集合 , d,(:-A 的 顶点 ”的 度 ， 
ACA):={v €V(A):» € BA), a a( A): IFCAM, 8 — RA) 
:-|ACAM, eCAY:—ÉCA). 设 C 是 和 A 的 一 个 图 ,以 ACC) 
表示 A 的 于 三 角 剖 分 ( 即 A 的 子 图 ) 使 得 3A(C) 一 C, 即 
VCA(C)) = VOCAN int €. (int C:=intC )。 

以 下 我 们 约定 : 对 于 A 信 的 一 个 圈 C 一 vv png 顶点 v 
v2、" 2。 总 是 沿 着 人 C 的 逆 时 针 方向 排列 的 。 设 v EPCA),A 的 
一 个 2- 连通 子 三 角 前 分 WO) 由 下 列 两 条 性 质 所 界定 : 
19. 9W A(») = bibi bh, 是 和 的 一 个 园 ;使 we inr 96W (v9),# 二 
d4(95;2?, VW 4(v)) 一 iv brs bis x 6,1) ECW 4Co)) 一 ish, 


aru 


9b,, ^i vb bb bib, o bu bu b b. Wale) 称 为 A 的 星 轮 
形 ( 简 称 轮 形 ), TUR v 称 为 Walo) 的 中 心 。 易 见 PCA) 的 每 个 
顶点 都 是 一 个 轮 形 的 中 心 。 设 BLA -(e€ÉCA):e 的 两 个 端 
点 全 在 ôA b), e€ 8,(A)》 称 为 和 A 的 跨 边 ( 即 贯 穿线 )， 不 难 证 
明 , 如 果 三 角 章 分 A 无 跨 边 , 则 da(v) 2 3,Vv€ VCA). 

定义 2.63 ik vela), OWC) = bb, -b,b ER Wa) 
是 和 的 一 个 4 轮 形 ,如 果 交 集 OW AQ n 04 满足 下 列 四 条 件 之 
一 : (a) OWa(v)N OA — p; (b) BWalv)N OA RE Af — 
个 顶点 ;Cc》BW sv)N 0A IK ASS— HB EREET, A 
Wale); (d) OWíGODn04A 一 5b,---5, 是 人 的 -一条 道路 。 并且 
24 ism, bbe tts ba ECCA). 人 的 4- 轮 形 的 中 心 的 全 
体 用 ACA) ER. 

定义 2.6409. 设 和 无 路 边 ，A， 是 它 芍 三 角 部 分 ， 公 , 称 为 A 
的 4- 子 剖 分 ,如 果 它 满足 :1°. A = AC), 其 中 C orooro 
owt, P703, vf EV(A), 3t B atı’ * -ap € OA = a,4; * -àgdi; 
29, p 4 V(AI)C ACA), vt 称 为 4- 子 前 分 A 的 关 顶 点 《 见 
图 2.31). 

从 A 的 非 4- 轮 形 出 发 运用 找 子 剖 分 烈 的 方法 《类 似 于 构 造 
区 间 套 ) 可 以 证 明 如 下 引 理 , 

引 理 2.65co 设 入 无 跨 边 (A) 0. im ACA)? 
PK(A)， 则 和 至 少 有 两 个 4- 子 前 分 AVAL WE, 对 于 0A 的 某 
一 表示 :OA S amaga, 有 OA m vtan apt, OA m 
VIa lgm AnP « pP Sq e m s B, J£ E int OA, N iat OA,— 
Ø, XE v* 是 T; 的 关 顶 点 ,7 一 1,2《 见 图 2.31), 

对 非 4- 轮 形 的 个 数 (期 PAAA D 用 上 归纳 法 并 利用 
Jordan 曲线 定理 和 引 理 4.12, 可 以 证 明 如 下 的 

引 理 2.6654 设 和 无 跨 边 ，| 庆 (A)| 守 2。 则 A 至 少 有 两 个 
A 一 轮 形 W ar), W aCe) 满足 

1* OW (9A 一 APP bD, 2s da Qu), i7 
1,2; 
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2* in e,flinte, = d, 其 中 ej m vibPRP- Moi, jl, 


图 2.3 


33.2.0799. 设 ve P(A), OW,Qv) 一 bb,---b,b,. 如 果 
n 2m 并 且 边 vbi, Vhr, trt, Vn DPS vai pb *"**， 
sb, ER MR ”为 贯穿 顶点 。 和 贯穿 顶点 的 全 体 用 CCA) ER. 

设 &,v€V(A), 定义 uadjr «—uvo€ E(T), ZE adj: 一 
adjoin, id d4-(9): = |{u €E ACAD:sadjell, darlo): = | {uE 
P(A):wadivl, CCA, 2m): ={v € c(A):dé(») = 2m] : -c(A) 
(d, = 2m),J(^): = (9? € VLA): Bue c( 人 ,4), 使 vadis], EW 
c(A,00nJ(A) — A. 

XC T3138 2.64 的 事实 ,我 们 有 

引 理 2.68" 设 和 A 无 跨 边 ，IPCA)| > 2， 如 果 Ve e PCAYN 
€(A,4),4,(9) 22 6 而 1e(A,4)] s 1, Ri 

LACAJN CAN da x 3)| zm 2, 

引 理 2.6999 RAER, (A) 22. in 
6,s EP(ANcCA), 
8,v EPVCAIN ICA), 
W AG P* CA)! zm 2, 3x B P*(A)i— e(A, 4) (dar «2) 
ULAN CECA, DU £A) dot « UC CA) n IANN a +E 
4). 

设 和 A 是 D 上 的 三 角 蛮 分 ， SCA): 一 人 zy)6 CCD): s(x, 


ur 


dr) > { 


?)17e Pp Yre (ECA))}， 其 中 P, 是 二 元 不 次 多 项 式 的 全 体 ， 
kZaciy3. 记 ÊC) {ov 90), ACA) = Cuevas 
t Pat 对 每 一 个 T€f(A), 若 工 的 三 个 项 点 为 Pisti B. 
OT — vivivev,， 我 们 定义 TG, Hk) = TC- TG, 4, > TCR I, 
P). 令 Tg) = dux — a) t Bi(y — 5) 一 0 表示 由 
顶点 vie; 决定 的 直线 ,其 中 (ab) m vj, i= 1,2, -,a- B, 
为 明确 起 见 我 们 约定 : 4 Ta 平行 于 Y t, A= 01, Bj; 一 0, 
当 Da 平行 于 * 轴 时 Aymo, Bam l, 称 ly) 为 边 = 一 
vio; 所 对 应 的 线性 函数 。 显 然 Lí(x.y) = du(x.y). 设 em 为 
TCi k) 5 TG, D RAJD, sr, y) 《53%(A)。 根据 定理 
L3, 存在 qii(x,y) € P.L, 使 

Kx) Tes = sy b r.i + qaley llil, 217, (2.126) 
这 里 x,y)lrE Pi Æ Ca, y) dE T€ F(A) 上 的 表达 式 , quie, 
y) 为 Cey) 相应 于 viv; 上 的 从 TG,4A) 到 TG, D. 的 区 
滑 余 因 子 。 易 见 gi.ix,9) 十 qzyy) 皇 0 一 人 2 nt 
8j. Vi € (1, 2,---,2), id 1): min {jw € VCA), viadjs;], 
定义 整数 列 i(i), (2), era i(n) € a, 2, ac 十 81 使 满足 
OW (vi) — viai: "Vita iB T dACv;). x 4i Xs » 
xzyy) 相应 于 边 e) 上 的 ， 从 TG, iG — 1),6)) 到 TG, 
oO, M 1) 的 光滑 余 因 子 , t+ 15,2, 0,10): on, IO 
1):—5(D, BügiC1.155, 48.3 


2 dua x) Lao x, y)]7** = 0,i a 1,2, ”2 (2.127) 


ET 


(2.127) 式 便 是 样 条 空间 51 CA) 的 协调 条 件 ， 
现在 引 人 一 组 线性 空间 ; 

Vk Co: m (Ciim duin» "diio 214i € Paca 

pe 1,2,- t o» 4, o X X» ysis y^ = 0j, 

£2] 
CACA H {CQQ Bi = Clais 7**» diio) € V4Co;), 
gii 632 十 qi x) = 0,4,j = 1,2, ay 
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SCA, Ty: — 5) € SCA) :sx y) | p = 0), T* € É(A), 
根据 光滑 余 因 子 , 空 间 ofCA)， 及 S CAT*)》 的 定义 , 并 利用 引 
理 2.65 和 (2.126) 式 及 协调 条 件 (23.127), 则 有 下 列 同 构 定理 成 立 : 

定理 2.7089 设 A 为 万 的 无 跨 边 三 角 剖 分 , 了 (CA) = Ø, W 
对 任意 的 T*€ 六 A),SXCA,T*), 之 o3 CA). Bf 


dimsa) = (577) $-dimetCAY, Cb Aa ded), 


由 本 章 前 面 的 结果 ,显然 有 
引 理 2.71 设 A 是 D 的 任意 三 角 剖 分 ，w 《PCA)， 则 
TITI) La- cr ats) 
2 2 
+ d CLC;)), (2.128) 
其 中 Lo ARSA e, 关联 的 不 同 斜率 的 网 线 的 个 数 ， 而 
BCLO) 由 (2.2) 式 给 出 , 且 满 足 
di(n) 2 0;dt(n) > 0n « p+ 2, (2.129) 
8/98 2.72209 设 rx, y) = A; (e — a) + Bj (y — B), 
j=l, yz 十 2 为 二 2 条 斜率 互 不 相同 的 直线 ， 则 对 于 任 
何 p(x,»)€ P, 满足 plr 十 a,y 十 5)E Prt' X. WEB qi), 
4x.) ,uta ry) € P, ua 使 


dim V4(»;) ~ d4(v;) b 


2j qi xn yJ; Cey) = plz, Y), 


Ne pi 
Eh kml, Pit im otn Pa D poen) eo ; 


Sitja 
98 2.7379. i& v; — (anbi), i — 0,1,2 是 三 角形 的 三 个 顶 
FH, KZ 4p 十 1， 则 对 任 给 g(x,y) € PI, gCr,y) E Poje 
1,2, FE p(x,y),g(s,y)€ Pliny 及 Hi(x,y) € Pi oj], 
2, 4 
pO 3L Cn y) Fax, D [5C y)" 
= glr — ay — 5), 


ETE 


pO + asy +b) + Hy) SCX y), 
qx + ay t b) b Hx y) = nO, Y), 
此 处 A(x.y)m AKx— a) + Bíy— à) 是 边 viv。 所 对 应 的 
HEKA, — 1.2. 
对 数 BOCA)! 用 归纳 法 不 难 证 明 
34 2.74 kay D 上 三 角 剖 分 。 如 果 对 于 A 的 任何 无 
跨 边 于 三 角 剖 分 A 一 ACC, 其 中 C 是 A 的 图 , KENTE 
ÈA, KE 
dim $+(A',T'), = MD et | 


1 L4 
Q0 )-i«e«- o) 


(ac 35) M d). 


e£VCAn 


则 对 和 任何 T*€ ECA) 亦 必 有 


一 请 十 1 
dim $1(A, T), = (Ah) (^ : )- +A — u) 


ekat) D BLE. 


定义 2.75 设 A 为 D EZB. ve PCANCCA), 如 果 
存在 正 整数 尺 使 得 对 干 图 Wae) 的 任 一 表示 :6Ws(s) 一 
bibi bbs rs bab Db tovbe 的 斜率 互 不 相同 则 称 ”为 K— 
RETA WR PCAYNCCA) kA BUR HE. KREMA N 
称 A 为 天 一 轮 度 三 角 剖 分 . 

定义 2.76%9 设 人 为 D 的 三 角 剖 分 。 KK 天， Ky 为 任 
意 和 N 个 内 部 互 不 相交 的 此 四边形 ， 使 得 每 个 K; 是 入 的 两 个 相信 
三 角形 的 并 集 ( 见 图 2.32)。 按 照 图 2.32, 定 义 万 上 的 一 个 新 的 三 
角 剖 分 A:V(A) 一 VCA)U Gt ot, v8), ECA) = ECA)U 
U) toros otbst, oT NUIDHS 称 人 
为 A 关 于 凸 四 边 形 Ku Kos sos Ky 的 对 角 化 ， 

由 定义 2.75 容易 看 出 ,A 为 3- 轮 度 三 角 剖 分 的 一 个 充分 条 件 
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是 和 A 的 任何 两 相 邻 的 三 角形 组 成 一 个 凸 四 边 形 《其 对 角 线 交点 仿 
" o PEKI) 
bi bj 值得 指出 的 是 , A 的 意义 在 于 
可 以 通过 加 细 原 剖 分 入 来 获得 更 好 
K; ”的 膛 近 性 质 ， 为 此 必需 

dim SC(A) > dim SCA)。 
但 这 一 点 对 于 任意 剖 分 及 任意 的 


" k, k> p) 来 说 并 不 总 是 成 立 
Bona 的 ea。 因此 仍 需 考虑 一 些 虽然 比较 
特殊 但 仍 具有 相当 普遍 性 的 割 分 


以 下 我 们 将 证 明 关 于 样 条 函数 空间 ANR > 44-1) 的 
维 数 的 有 关 结 果 . 

A 2.77 设 A 为 D 的 任意 三 角 剖 分 , 则 对 任何 < 1. 
k> 4 十 1 和 T*€ (A)， 

dim SA, T*) = «(AX & — aX — 2u) + ACA) — 3) 
(k—ncl1 
(4 : )* D «o», 
(2.130) 

从 而 


dim SA) = ($T?) aX m Ck — 220 GC) 


-»( 7 )+ X ane». 


(2.131) 
证 明 利用 关系 式 €(A) 一 3a(A) + 8CA) — 3, (2.130) X 

可 改写 为 
dim $4(A,T*), — &(A) ( Ecce 


1 
, )-i«24-9 


“(下 十 pj 十 3) 十 2) (GG. (2.132) 
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事实 上 , 据 引 理 2.74， 可 以 假定 入 无 蹲 边 ， 并 对 数 eA) = 

IPCA)| 采用 归 钠 法 。 当 1 了 A)1 一 0 或 1 时 ，(2.132)7 式 显然 
成 立 。 假设 (2.132) 式 对 于 ÖA) 一 m( 之 1) 的 无 跨 边 三 角 剖 
分 和 成 立 .现在 设 和 为 任意 无 跨 边 三 角 剖 分 且 IPCA)] 一 mm 十 1, 
任 给 定 TERA. 因为 PA) 2 2, EIE 2.66, PCA) 及 
ACA) 可 表示 成 PCA) 一 (nns, o X) ACA) = louer 
3944). EE Wa) 是 和 的 满足 如 下 关系 的 4 一 轮 形 《 见 
图 2.33): 

OW Pa) — v, arto Puerta “WetpY et 

Zg=gp— st h2, Hre dal) Z2, 

DW CON OA 一 vocetur Patpat T" CD, 

D, — int C,C — PPa Vasp -atp ae 


PEL 


/ 
A - 
\ ^$23 35-2 
D t=# X ! (21 
^ ; 
Veti ~ : 
v * 


YPaB-l . 
«a+ 


图 2.33 
易 见 Al 一 ACC) 是 D, 上 的 无 跨 边 三 角 剖 分 , 且 了 4) — (n, 
o'tsa F M= X Án, =T aalr) i = 1,2, 定义 


如 下 三 个 线性 空间 : 
(P, a1: {Cls U44)4 € Pionai 7 5,2, SM), 
9305): —1((9,0:,9,. 5,0, € LP42,5)":0; 7 Caii» 
dii odio)» 7 1,2, tt ta; 
(Qis Qas tta) € (CAD. Goril EY) F gis Gn y) 
t127 9 


三 0;7 一 1,2, 全 ， 
e1(4)*:—1(0,0,, 9.)6 [Piga] Q; — Caio 
dips" * di ic pf —1,2,:::,0;0,€ ViCo,)). 
不 难 验证 


dim [Pi ss 一 M* (^ E "y 


2 
eA) = CAD Yo C AD*, 


dim ó3(A) = dim o$(A,) + $ ° (^ a : ja (2.133) 


: ? » &—B5-1 1 
dim ox(A)* — M ~ ( ; )- pe (X — a) 
* Ck act 3) t LG), 
£(A — £C A) — 5,a(A1)) — oCA) — 1. (2.134) 
现在 利用 条 件 RI 4 十 1 来 证 明 
ELAY) + o3(A)* — [P4 ,..]*. (2.135) 
如 果 此 式 成 立 , 那 么 由 《2.134) 式 , 归 纳 法 假设 和 定理 2.70 可 得 
dim $4(A, T*), = dim or(A) = dim 把 (A) 
+ dim o3(A)* — dim {PA)™ 
天 一 以 十 ] ) 


= dim $5 (A, T*), + «( : 


— E Ck 7 CE pT 3) + IG) 


—p+ 1 


l 
20 )-i«m«-29 


- «a^ 


(kt ut) t SS GG). 


j-1 
显然 GA) AYIP] ER (i, 0;, 00€ 
[Pt_。-:]*， 并 记 9; = Ceiisos diis ^7 * 345i )) 5f = 1,2,85, 
Q, — (4,154515 54i Goate dei» "sats Gaati) E 
9,7 (a,b), &j = Caibi), f= 3,2, "yl; quim puis — a)Cy— 
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. mA AmÜ I aa 


b HQx—as, y —b), 其 中 gx, P) EPs Halts y)& 
Pia j—152,-5 WE 
di Cx Y) UR Cx, pr'-- gi ia S DIE HTN ETS DI aik 
+ CREDI TETE Gn 21^ = 0,j 1,2,..',f, 
ialt + asy + b) = gailt) + Ë; Cay), 
2 
niunt aio H be Piu 一 1 2 一 1 
G 2), 

Giir) =S iai) 1m 2,81 GI), 

其 中 4G): 4a). du tY): = nase (ry), Ie, 
y) =h enl xy) iraty) Slate Y) alty) = Gala), 
一 12 Fialy): Shii), Pm 1.2, 759, 1— 1, 
G E 2G uy» m2,3, (GO z 2). 

记 Q:: (0er 1), (1,0), Cla 80), S6: = 二 1 时 ; 或 
Qi — (o 1). Ge + 80) U {Cs0), (5,2), s C1,0)}U 
(0,25,0,15,0,3),(,2, 0 — 5,0,(S (t D), rz 
25 Q:—1(G5,1),Co,2), (o, 0T. 3E X 

dii n Y), Cisi) € Dos 
ix Y) = 4—disC Y), Gi) EQ, (2.136) 
e, G,2& QU 9, 
i= 1,2,--*,0,] = 1,2, ***,a7b B. 

令 Ô, - Cdi o»di ia» t **s ite)» i = 10,2,:--,0 — 1. M 
(Ors Das ea Óua ESA) 再 由 引 理 2.72， 有 aou D, 
qax, 3) € PL 满足 

dS a 0 LS atax y) 4 qt ETS DILAR ETS y)1^* 

= Y, lUe y, (2.137) 


imt 
这 里 qux): =H; ka — a;y — b)+ Haile ay— b) jM 
1,2,…,t。 因为 “> 2， 于 是 从 (2.137) 式 有 (如 果 523, YS 
qti(xryy) 80,i — ac Fac E r.a BC— 1) 
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os ={ fa EET ttt LEY, = (43i, 435, vt ZA 
diss» e arp tls "15 4s ag osi) 
属于 VE). 4 42») = —94LiG 0 t uie yi mock 
B. at E +l, e. o B. atl; Quim (does deas 7*7» 


r MEM m CHIP P “date TT" "NS T donis 
Sil 


(ÂÂ, 9 50, 50, ECA. (2.138) 

取 
Q7 = Q, — Qi 20 — 1, (2.139) 

则 


(Q*,07,---,027.,,0D € e(AD*. (2.140) 
H1 (2.136) 38 
Gx, D, = [Ane —ay—b5— DAC — 0,9) — b), 
és x. y) T4, =E gail ay — b) t H,ií(zx—a, 
y — b) = Ga iCY), 了 一 12:- -1。 
因此 由 Â. + Q* 一 8。 及 (2.138) 一 (2.140) 式 ,最 终 可 得 
(0,9, ---.0) * (01,91,-.-.,0255 — (Ô, + Gy 
+ Q?) S (0,0, "0.), 
这 表明 GCA) 十 o3CA)* DEP, ., P, 因此 (2.135) 成 立 。 CI 
£382.89 i2A29 D 上 “十 ?一 轮 度 三 角 部 分 ,满足 
G) dlo) Ze n 十 5， 对 任意 的 v€E 了 ANCCA); 
(i) 34 €C(A,4) 2- d Hj, 
pmax {y + 6,8), € P LA)Q KANCA), 
dne v € CCA)0JCA; 
WERE kati, 
dimsa) = ($$?) + «aX — x 2a) 
k—-#+il 
+ Go) - »( ES 


十 M di mcA,2m). (2.141) 


“mg 
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Xt—:2b, SA) 还 具有 如 下 人 性质 (2.1427): 

对 任意 的 9Cx,y)& P... 和 任意 的 ec ÉCAD, 存在 Ss, 
ESLA), E Sy) 相应 于 边 * 上 的 光滑 余天 于 等 于 ao, 
y) 和 一 9(x,y)。 (2.142) 

EE 2.79 设 A 为 五 上 3 一 轮 度 三 角 前 分 , 且 对 任何 » € 
PCA) 满足 d,(0) 2 6. ME Ko Kc Ky 为 任意 六 个 凸 四 边 形 
满足 

1? 每 个 K; 是 A 的 两 个 相 邻 的 三 角形 的 并 集 ; 

2? ENE — Øi æj, ij 1,2, N, 

则 

dim $1( À) — dim SCA) -- N= F(A)+3+N, 
其 中 入 是 入 的 关于 K: Ki, y Ky 的 对 角 化 。 并 且 SKA) 还 
具有 如 下 性 质 : ”对 任意 的 e€ ECA)， 存 在 S(x.y)€ SKA), 使 
Sle, HEFE e 上 的 光滑 余 因 子 等 于 十 1 和 一 1. 

定理 2.78 的 证 明 利用 公式 s( 人 A) 一 3a(A) 十 P(A) 一 3 及 
SACA,T*)。 的 定义 易 见 (2.141) 式 等 价 于 


ea) 3 


dim SA, T*), 一 e(a) ( 3 


e (E ab De Y) AE) ICCA, 20]  T* € KA). 


(2.143) 
对 数 |B,CA)| 采用 归纳 法 来 证 明 (2.143) 式 和 性 质 (2.142)。 设 
IBAJ] = 0, 此 时 对 aCA) 一 {P(A)| 作 归 纳 法 。 当 eale 
0 或 1 时 ， 由 (2.128) 式 及 引 理 2.71 可 知 (2.143) 式 成 立 ， 并 且 
SCA) 具有 性 质 (2.142)。 假 设 IP CAD] 一 ml) 时 (2.143) 式 
成 立 ,并 且 SHA) 具有 性 质 (2.142)。 令 入 满足 条 件 (i),(ii) E 
ICA)| = m+ 1 (B,( 人 A) 一 0)。 因为 1P(A)1 22, 由 引 理 
2.68 及 条 件 GGD 有 AANPAS 2, 其 中 PLCAY 


cCA) (4 > i da) UCCANCCA NE S a+) W rone 


tihe 


ACA) A P.CA), v, o s, dd OA = 2 e apas OW a0) = 
bb, bul, OW a Coi) = (bbb 使 OWN 90A - 
6,5: eb, S a: ea, s = dalan) OW (910A = Bib b m 
44044177 * ghs- E dg (0), 令 e 7 00,0, 77 daga, 0177 
91064,2044, 7 080,0; ^7 GU; Aj A6), j 71, 2, 由 A; 是 
Dj;: 二 int c; 上 满足 条 件 CG), Gi) 的 a 2 一 轮 度 三 角 剖 分 并 且 
1B(Ai)1 一 0, 7 一 1,2 (对 5—1,5— 3,72 3, SIUE 2.31), 
给 定 T*e CA)。 BrF D = DUD, i$ T* CD,L A% IP CAI 
If(A)| 一 1 一 m,i 一 1,2， 根 据 归纳 法 假设 , 维 数 dim SCA, 
T*)。 由 《2.143) RAH. 令 Tj 一 inevibibinv€ FLA) (uu 
b.e; 一 vb; (x, y) 为 边 e; 所 对 应 的 线性 函数 ，j 07 1,2, 7, 
n (n= da(o1))。 对 任何 5*(5,»)€ SCA), $8 (2.126) A, 8 
qalx, y) EP, uas £0 s duc 2,- 9, 使 
$*(x, y)lz, = Sx Dln + 93 or yz YY 


jæs+] 


由 EPCANNCCA) R o,e CCA) 可 知 边 e1,e;,"… eun 或 者 
边 enee (7 一 X EY YES 2M TE 


理 2.71 和 贯穿 顶点 的 定义 知 ， 存 在 qO)€PL a i11, 
5 使 
$3 atGs DIC y) = 0, 


定义 
S*Cx.y2, (x,y) € Di, 


* L| ` hg , lj , alor 
Ay S*(x, y) lr, 十 之 qf, y). y) 


(€T, 
i 1,2,:-:,5— l, 
则 由 
sa 
S*(x, Yir ag 2j grx, Us Go Y = $*(x,»)lr, 


MER 


€——— D! 


十 21 gx, DILE ETEDI ik 
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4S Sa» y))** = S*(Cryy)17， 


— gf Cx, 2D, y)1***, 
可 知 S(x,y) RE D 上 单 值 函 数 且 属于 C*D), 因 而 属于 SCA). 
因为 SCx, ?)1p, 一 Cr y), FRUI S* (x, y) ESIC An T Ff, 
$(x,5) € SCA, T*).,. ENRE Rk A 
ESCA, T, — SCA, TT S(x,y) b> SG, y)lp,, 
则 由 上 面 的 证 明 可 知 了 是 满 射 ,并 易 见 


ker f & feas 2 TAHA € P, uisi —-10,2,--,5, 


3 aU eo]. 


d EH (2.128) & (2.129) 3/8 
k—25-c1 
2 

十 dL). 
因为 a(A)) = a(A) l, e€(A) — sCA) 一 5， 所 以 根据 归纳 息 
设 , 得 到 
dim $4CA, T*5, = dim Im f + dim ker f 


dim ker i = s ( ) 一 十 (一 加 (二 “十 3 


k—#+ E 


= dim (A, T*), + dim kerf = sa) ( : 


一 aCAXk— Xk+ at 3) 


+ D, m)ci5 2m), 


ms 


这 样 在 |8,(A)| 一 0 的 情形 下 , 《2.143) 式 成 立 ， 因 而 根据 引 理 
2.74 知 ,(2.143) 式 对 1B,(A)] > 0 也 成立 。 再 考虑 性 质 (2.142)。 
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对 和 任何 e€ ÉCA), 因为 也 A) 一 ÉCAQUÉCA), 可 设 e € ÉCA,), 
HIAR, SKA) 具有 性 质 (2.142)。 于 是 对 任意 的 (x, € 
Pius E 3S*(x,y)eStCA) I S", y) 相应 于 边 e 上 的 光滑 
RAFTET arsy) 80—9(5,»). 对 此 $*(x,y)、 取 S(x, 5€ 
SCA) mAT, E SCx,y)1s, 一 5S*Cx,y)， 则 S(x,y》 相应 于 边 < 
上 的 光滑 余 基 子 等 于 g(x, y) 和 glr, 7). Zik, WERTH 
1B,(A)] 一 0 时 性 质 (2.142) 成 立 。 假 设 (2.142) 式 对 1B, CAD| 
m 成 立 ， 从 边 。€ BCA) 出 发 ， 容易 证 朋 (2.142) 式 当 18,C(A)|== 
十 1 时 也 成 立 。 口 

利用 下 面 的 引 理 2.80( 它 可 由 引 理 2.68 推出 ), 不 难 证 明定 理 
2.78, 

引 理 2.8079 设 和 A 为 D 上 3 一 轮 度 三 角 剖 分 , 对 任何 v€ 
PCAMNCCA,4); 并 且 ICC, DI = 1。 则 对 于 ÉCA) 中 每 一 个 
其 端点 之 一 属于 CCA, 4) 的 边 。， 存 在 S(x.y)€Sx.»), E 
S(r,») 相应 于 边 。 上 的 光滑 余 因 子 等 于 十 1 和 一 1 

WEH, Morgan-Scottt WRT SKAR > 1) 空间 ,并 
得 到 了 该 空间 的 维 数 公式 、 结 点 基 以 及 最 小 支 集 的 描述 . P. Alfeld 
和 L. L. Schumaker” 也 曾 考 虑 过 SCA) (4 2» 4u t 1) 空间 ， 
由 于 他 们 采用 的 方法 与 本 章 的 方法 不 同 ,得 到 的 SECAD(R 2 4a 
1) 空间 的 维 数 公式 的 形式 也 不 同 。 

以 上 讨论 了 当 k> 4a til 时 , 样 条 空间 SAO 的 维 数 。 下 
面 介绍 关于 样 条 空间 NA), SCA) 和 SKLA) 的 维 数 方面 的 结 
f. 

首先 ,需要 下 述 命题 。 

命题 2.81 设 入 是 2 的 三 角 剖 分 , 则 在 A 的 每 个 内 网 点 处 , 均 
可 取 到 三 条 内 网 线 ， 使 得 这 三 条 内 网 线 与 其 它 各 内 网 点 处 已 经 取 
过 的 三 条 内 网 线 不 重复 。 


证 明 设 SK4) EAER, St(4,…,4,) — U St). 


显然 , 若 人 入 中 没有 内 网 点 * 则 结论 是 成 立 的 下面 对 人 的 内 网 点 个 
"er 


数 用 归纳 法 进行 沦 证。 选取 入 的 内 网 点 A. Adr EE SA) 
成 立 , 如 果 StCAQO 的 边界 网 点 均 是 如 的 边界 点 , 则 另 取 和 的 另 一 
AMA 5,， 并 重复 我 们 的 推理 。 因 此 ,不 妨 假定 S4) 的 边界 
网 点 中 至 少 有 一 个 是 和 的 内 网 点 , 记 为 4. M 4, 和 o. 有 下 面 


图 2.34 E 635 


两 种 可 能 的 位 置 关系 : 
1? 4, 是 SA) 的 一 个 “是 ?边界 点 ; 


图 2.36 


由 Euler 公式 ,多 边 形 St(4,, 41) 有 8 十 3 条 内 网 线 , 其 中 6 是 
St( 4,, 41) 的 边界 网 点 数 。 显然 8 > 3。 通过 A 的 内 网 线 可 取 
为 图 中 的 粗 黑 网 线 ,所 以 命题 的 结论 对 于 St( 4,, 40) 也 成 立 ， 若 
假定 命题 在 SA, 45,4) 上 成 立 ， 则 同上 类 似 地 可 证 明 命 
题 在 SA, tAn) 上 也 成 立 。 日 

现在 讨论 维 数 问题 。 如 果 Sq(A) 的 维 数 多 于 通常 的 维 数 ， 
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则 称 剖 分 A 关 于 SA) 具有 奇异 结构 ;否则 称 A 关 于 SA) 是 
非 奇 异 的 。 由 定理 1.17 和 Euler 公式 ,有 


dims = (f$?) Gatte), 


(2.144) 
其 中 8 为 A 的 边界 网 点 数 ，6 为 A 的 奇异 网 点 数 、，m S ABES 
EE, ifii c 为 由 整体 协调 条 件 所 对 
应 齐 次 线性 方程 组 的 系数 和 矩 陈 的 秩 。 
利用 命题 2.81 知 , 若 A 关 于 SKA) 
| 是 非 奇 异 的 ， 则 r 就 等 于 每 个 内 网 点 处 
协调 方程 对 应 齐 次 线性 方程 组 系数 矩阵 
《局 部 简单 贯穿 部 分 ) 的 秩 数 之 积 。 注意 对 每 个 奇异 网 点 (《 见 
PART 2.37), 将 有 两 个 网 线 上 的 光滑 余 因 子 
图 2.37 是 自由 的 (当天 一 4 时 、 自 由 度 是 13)， 
从 而 
3o, 十 25， k=2, 
7a, + 68, ks, (2.145) 
12e, + 118, k=4, 
结合 (2.144) 和 (2.145) 式 ,我 们 有 


T = 


dim Si (A) = 38 + 3, (2.146) 
dim SKA) = 1 + 2e, + 38 + 38, (2.147) 
dim $(A) = 一 ?十 6m + 68 +- 78, (2.148) 


TERRI fni ARTF SKA) 与 SA) 均 是 非 奇 异 的 假设 
前 提 下 , [39] 中 证 明了 上 述 结论 。 我 们 猜测 : 任意 三 角 前 分 入 关 
于 SA) 及 SCA) 是 非 奇 异 的 ， 

Alfeld-Piper-Schumaker“® 证 明了 上 面 的 猜测 关于 SCA) 是 
正确 的 ， 施 锡 泉 e/ 利 用 不 同 的 方法 ( 见 第 四 章 $ 4) 也 得 出 了 同样 
的 结论 。 昌 然 迄今 未 能 找到 使 SCA) 是 奇异 的 三 角 剖 分 的 例子 ， 
但 尚未 证 明 SIKA) 对 一 切 三 角 剖 分 A 均 是 非 奇 异 的 。 

三 角 剖 分 A 关 于 空间 SA) 都 是 奇异 的 。 假定 4 是 和 中 两 
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相 总 三 角形 构成 的 凸 由 边 形 , A 是 在 匠 有 痢 分 的 基础 上 再 连接 4 
的 另 一 条 对 角 线 上 4 而 形成 的 新 亨 分 , 称 4 含有 一 个 拟 奇 异 网 点 。 
如 果 A 中 存在 一 个 “局 


部 ”三 角 剖 分 A,CA, 使 | 
得 4 的 边 都 是 A. 的 内 网 AS 
线 ， 且 A 中 位 于 La 上 UN b cms 
的 两 条 两 线 上 的 光滑 余 因 ue 
子 均 为 零 ( 见 图 2.39). > 

例 1 dim Si{A)= 


dim SKA)》 一 7， 且 c 一 2.38 
€; = 0 (K 2.30 (3) Morgan-Scott, 1977). 因此 Morgan-Scott 


图 2.39 
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B 5— OSSA. 
例 2 dimSI(A) = dim SA) = ?， 如 图 2.40(b). 
此 外 ,还 可 以 找到 其 它 的 所 谓 “ 奇 异 结构 ”, 见 图 2.41。 


dim $;(41)-8 dim S23(&2)=9 
图 2.41 


从 上 面 的 例子 着 到 “奇异 结构 "确实 不 请 足 继 数 公式 《2.146)， 
另外 ,存在 非 对 称 的 三 角 剖 分 ， 它 们 同样 含有 拟 奇 异 网 点 、 或 者 它 
们 就 是 奇异 结构 。 见 图 2.42. 


30 29 
Go’ 59) 


《一 和 4.2) dim S, (4)2 7 人 


图 2.42 


事实 上 ,只 要 Morgau.Scott Hp a AA 2.43) 满 足 

(4, — A44 A) 4 AX 7 A | 

CA, E AA; kei A) (A, I A,X A. EM í 
就 有 dim SCA) 一 7。 关于 Morgan-Scott 剖 分 的 进一步 讨论 ,请 
见 第 四 章 $ 1。 
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图 2.43 


由 上 面 的 讨论 , 维 数 公 式 (2.146) 应 改进 为 
dim SA) = 3 +8 + 8+ ê, F 9s 
其 中 s, m 8 分 别 表示 激 奇 异 网 点 的 个 数 和 由 奇异 结构 产 生 的 


维 数 . 
关于 奇异 结构 特征 和 性 质 还 有 待 于 进一步 研究 。 
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第 三 章 ”研究 多 元 样 条 的 其 它 方法 


虽然 县 前 有 多 种 方法 研究 多 元 样 条 ,但 在 总 体 上 讲 , 他 们 可 分 
为 三 类 。 除 本 书 着 重 讨论 的 光滑 余 因 子 协调 法 外 ， 还 包括 本 节 将 
要 介绍 的 8 网 方法 和 8B 样 条 法 。 8B 网 方法 用 于 任意 单纯 形 剖 分 上 
样 条 的 研究 。 而 B 样 条 法 主要 用 来 研究 多 面体 样 条 。 每 种 方法 都 
有 十 分 丰富 的 结果 ,此 处 我 们 将 介绍 它们 中 的 一 些 主要 结果 。 


$1 3 样 条 法 


中 样 条 法 又 称 为 投影 子 法 。 它 起 源 于 Curry 和 Schoenberg 
的 关于 一 元 样 条 的 工作 "9, 是 一 种 定义 吾 样 条 的 几何 直观 方法 .这 
种 方 靶 的 本 质 是 研究 高 维 空间 中 的 多 面体 (如 立方 体 、 单 纯 形 等 7 
在 较 低 维 空间 投影 的 测度 水 数 。 一 元 8 样 条 是 由 Curry 和 Scho- 
enberg? 1966 年 引 人 的 。1976 年 de Boor" 将 其 推广 到 多 元 样 
条 .但 这 几 种 几何 定义 的 推广 不 便于 理论 研究 、 直 到 便于 研究 的 
泛 了 浮 数 形式 推广 的 出 现 ， 多 元 B 样 条 的 研究 才 开 始 活跃 起 来 。 其 
泛 隙 数 形式 的 推广 有 间 纯 形 样 条 ，Box 样 条 和 锥 样 条 等 ， 分 别 由 
Micchelli, de Boor-De Vore 和 Dahmen 等 人 给 H. KHK 
绍 多 元 8 样 条 的 一 些 基本 性 质 、 其 它 结 果 可 在 de Boor", Dah- 
men-Micchelli"! 及 狠 荣 庆 中 等 人 的 综述 性 文章 中 找到 . 

我 们 先 回顾 一 下 一 元 样 条 的 定义 及 相关 的 性 质 ， 

id Erate l C) 是 了 在 节点 x+ 二 5,0 SiS ERA 
差 商 , 即 Cros t COS (GO — fO)/G, — 10, D tat COS 
C[5, Sl CD — D rn a CON IG — 4), 2. ERR 
引起 混淆 时 , 了 的 ” 阶 差 商 也 记 作 [mp 

以 4,0 «i «n 为 结 点 的 一 元 B 样 条 ,定义 为 
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MKCzla t) = nins, snl — 0S7, G.1) 
AH x+ 是 * 的 截断 函数 , 即 当 x 250, 35A x+ = x, SU x+ 一 
0, 
当 了 于 充分 光滑 时 , f 的 带 积分 型 余 项 的 Taylor 展开 式 为 


K) = 2 P) G= dr AEST 
[TOOG 0172s, 
ch 
[5 ** sta lf 一 ip fCxr) snl, 一 
一 二 | rocoMGIs uns. (3.2) 
21/5 
ia 
PEINT TN < < 村 


i=l 


为 标准 w- 单 纯 形 , 则 有 著名 的 Hermite-Gennoch 公式 


s = fo, T 


[5s 73) = f P (32 uon tns (3.3) 


其 中 M. 一 1 一 2 Hie 
由 (3.2) 和 (3.3) 可 得 到 一 元 8 样 条 的 另 一 个 定义 。 
| Ma, tf de 


-= Z (3: nm) du,- du, NÉE CRO, (34) 


其 中 CR) 为 定义 在 R 上 的 具有 有 有限 支 集 的 连续 函数 全 体 。 
Curry-Schoenberg 3k (3.4) 式 给 出 了 一 元 8 样 条 的 一 种 几何 
REGAS], 
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设 * 单纯 形 o 顶点 w; 的 第 一 个 分 量 是 s, 0-i sa, 风 
MG 一 wd (us) 
式 中 we" 表示 w 的 第 一 个 分 量 ，vol 为 R 中 的 Lebesgue 测 
度 。 如 无 特别 说 明 , 测 度 均 指 Lebesgue 测度 . 
(3.5) 表明 MG|n 5. a) 恰好 是 超 平面 v 一 上 与 的 
截面 面积 与 自身 体积 的 比值 
de Boor ([16]) 首先 将 (3.5) 推广 到 高 维 情 况 。 be Em 
HBAUE. ucc 的 前 * 个 分 量 记 为 uw. Ws 一 上 元 多 元 B 样 条 
定义 为 
Mx) 一 vol {u € olu — x]. 
但 这 种 推广 ,不 便于 多 元 吾 样 条 的 理论 研究 。 为 便于 理论 研究 ,将 
(3.4) 推 广 到 多 元 B FEAR. 
定义 3.1 可 重 集合 定义 为 允许 存在 相 问 元 素 的 某 些 事物 的 
金 体 。 
由 可 重 集 合 的 定义 ， 通 常 意义 的 集合 都 是 可 重 集 合 。 反 之 不 
然 , 比 如 {3,5,5} 是 可 重 集 合 ,但 它 不 是 通常 意义 下 的 集合 .。 
设 可 重 集 合 V = {0;,1 <i 所 #8}CR', 使 得 
span = R (3.6) 


多 元 8 一 样 条 Ms(x|y》 定 义 为 ([37]) 
MN 


s f, «e e Jet, f € CAB'), (3.7) 


其 中 dt = dn.4,, 0 是 R 中 的 凸 域 。 

当 召 样 条 人 允许 为 广义 函数 时 ,条 件 (3.6) 可 去 掉 。 此 时 Me 的 
支 党 位 于 某 个 超 平面 上 . 《3.7) 与 [47 ] 中 给 出 的 定义 略 有 不 同 , 在 
[47] 中 《3.7) 右 端的 积分 区 域 是 全 空 疝 R"。 但 二 者 是 等 价 的 。 写 
成 (3.7) 的 形式 是 为 了 避免 vQ) 中 带 有 区 域 的 特征 函数 ， 


ZU 


在 C3.?) 中 , 取 
wy) 二 办 | ， 
2 = s", 
Se 为 上 面 定义 的 标准 单纯 形 则 (3.7) 转 化 为 
OLEG 


- |. (Zo) dt sf E C(R), (3.8) 


由 此 定义 的 引 祥 条 就 是 Micchellic2 引 人 的 单纯 形 样 条 。 注 
意 ,这 里 f 的 取 值 空间 扩大 了 ， 这 是 由 于 S" RARR, | 支 集 有 
界 的 限制 可 取消 。 习 惯 上 ,将 单纯 形 样 条 记 为 M(x1V)。 

如 取 


且 要 求 0Ey, 则 (3.7) 变 为 
人 Ma 


dr ,f € CR, 3.9) 
zt jar (xi) f 4 


H (3.9) 定义 的 吾 样 条 就 是 de Boor.De VoreU" 5| ARY Box 
样 条 。 此 时 ;一般 将 对 (zl7) 记 为 By(x), 在 不 致 引起 混 清 的 情 
况 下 ,也 记 作 B(x). [H(3.8) —5E, 3x HB f 的 取 值 空间 也 变 大 了 。 

若 在 (3.7) 中 再 取 

wy) 一 1, 
Q = R3 = {x (x, 9 eR'|x?z0,0iszsemn), 
HEKO 印 , 我 们 就 可 以 得 到 由 Dahmen" tE LIRR 


5 M (xl VofCoDax 
- I. bor «o, ) dt. € (RO. (3.10) 
j=l 
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习惯 上 将 锥 样 条 记 为 Tlr). 


当 $22], 9,7 41 o p, —] 时 ， 


xij 
TG) = c, 

RIRE —cc EXE RAA. Ae Dahmen 最 初 将 T(OxlV) 称 为 
Z5 8X EE (truncated Power), 

当然 ,我 们 还 能 定义 各 种 各 样 的 召 样 条 -.。 但 这 里 我 们 感 兴趣 
的 是 由 (3.8) 一 (3.10) 定 义 的 8 样 条 。 这 三 种 样 条 的 性 质 很 相似 ， 
其 中 尤 以 Box 样 条 更 县 代表 性、 所 以 我 们 侧重 讨论 Box 样 条 的 
性 质 . 今后 ,如 不 特别 声明 ,我 们 总 假定 了 满足 (3.6) 式 。 

命题 3.2 Box 样 条 有 如 下 基本 性 质 ; 


; _ ~ EMT 1} 
(i) suppB - i2 se, ? < f; S< 3E 


Gi) Bz0 HE supp B 的 内 部 大 于 零 ， 

Gii) BERAS 如 :一 上 一 的 分 片 多 项 式 ， 

(Qv) 号 是 上 < 次 光滑 的 ， 这 里 a= min (s(V)|span XW = 
R'- 2. 

对 上 面 性 质 〈iv) 我 们 作 一 点 解释 。 VAERE, 
显然 pg 之 一 1。 若 p 二 一 1， 我 们 称 刀 是 上 一 一 上 次 光滑 的 , 态 
指引 是 分 片 连续 函数 。 

证 明 与 (3.5) 类 似 . 不 难 证 明 由 (3.9) 定 义 的 Box 样 条 B(x)》 
有 如 下 的 几何 解释 : 


MES LES " 
B(x) = vol, fe € |- PU il ; ži 1;0; x}. (3.11) 
EAG 和 (ii) 易 从 (3.11) 中 推出 。 后 两 条 性 质 留 在 稍 后 证 


BR. 
ju V 4 3E n R 的 一 个 基底 《此 时 n, WI BCx) 是 
区 域 suppB 的 标准 特征 项 数 , 兄 
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-L«s«L uS 
B(x) 二 [FRR 如 果 存 在 2 jm > 使 得 = zw 


0, 其 它 。 
(3.12) 

B(x) 样 条 有 许多 与 一 元 样 条 类 似 的 性 质 。 例如 K. Hallig5? 
将 Hermite-Genocchi 公式 推广 到 了 高 维 情况 . 

记 ôw 是 关于 w 的 中 心 差分 , 即 Enf Xx): — f(x tr w/2) 一 
f(x — w/2), D. REE w 的 方向 导数 . 

QE 3.357. 设 卫 充分 光滑 、 则 有 多 元 的 Hermite.Genocchi 
公式 

(Br, Drf) = (8y1)(0), 


其 中 (Br, Dv) = | ,Br DiC) ds, Dy = TT Des Boy ~ 
wey 


JI s.. 
证 明 在 (3.9) 中 取 fx) = exp( 一 iy， x)， 则 得 到 By 的 
Fourier 变换 。 


By(y) = II sinc (=+), (3.13) 


其 中 sinc() 一 sin:/;, 
id vecV, D,B 的 Fourier 变换 为 


PAN ] 
D,B(y)— UN D,B(x)e “rdx 


=i- y | , Bie t rdx 
R 


L2 sin -Y II sinc (472). 


车 span(VVo) = R, 再 考虑 8,By., BJ Fourier 变换 
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AN 
9,By (y) = | (ar 人 z T 2) 一 Brv(x 一 zy) 1 
Rf N 2 2 


= (一 "ib Bye dx 
R 


2. po’ . fw: 
— 21 sin uc JT. sinc (t2, 
故此 , 当 spen(V We) = R 时 ,成 立 
D,By 一 ó,By.,. 
更 一 般 地 , 当 WV 使 得 span(V WW) — R' 时 ,我 们 有 
DrBy = ôg Bp (3.14) 
BOW 二 {wl SiS GCV BRER R 的 基底 。 由 (3.14) 
得 
CBr, Dyf) = (1 (Dy By Dyf) 
={—1)" (BywBw, Dwf) 
= (By,6yDyi). (3.15) 
注意 ,对 任意 的 AER, pu 


(Balx), Dof(A + x)) = | 5 . 


D 
3I 
* (4 十 5 sw; ) Et 


ixi 


T di, 


E | aas " 


i 
= $ D.(D.s, 


. {a+ 5 nw) dt, 


PE 


w Dyw, 


E ——. 


. i(4 十 5 s, us,- dt, 
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重复 上 面 的 过 程 ,我 们 有 
(ByCx), DyÍCA + x)) = ev fCA), 
将 上 上 式 代 人 (3.15) 中 , 即 可 得 到 Hermite-Genocehi 公式 , O 
从 目前 结果 看 ，Box 样 条 是 将 Hermite-Genocchi 公式 推广 
到 多 元 情况 的 最 好 8 一 样 条 . 
现在 我 们 来 证 命题 3.2 中 的 证) 和 iv). 为 此 需 先 证 明 下 面 
的 结果 。 
$98 3.4" Box 样 条 有 如 下 的 卷 积 公式 。 
By By = Bruw, 
证 明 由 (3.13) 得 
~ 入 入 
By* ByCy) = ByBw 
, {ue 
- Jeez) 
= Byw). 
即 命题 3.4 成 立 。 
不 难看 出 ， 


à 
Byos X) | BG + rw)at (3.16) 


^w 


是 命题 3.4 的 特殊 情况 . 

由 (3.12) 和 (3.16), 命题 3.2 中 性 质 iii? 可 由 对 了 中 元 素 的 个 
数 s(F) 所 采用 的 归纳 法 而 证 明 . 

为 证 性 质 iv), 我 们 还 需 先 证 朋 

引 理 3.5 设 & 如 命题 3.2 所 定义 且 Or s ww 十 1, 则 对 任何 
向 量 ye Rt 都 存在 常数 ow, 使 得 


DyBr 一 >， agDyBy. 


WCV (iu 
证 明 X “= 一 1, 由 人 性 质 (iii),B。 是 分 片 多 项 式 ， 从 而 是 
分 片 连续 的 。 以 下 假设 420, JH T 用 数学 归纳 法 - 当 7 一 1 
时 , 引 理 3.5 显然 成 立 。 假 设 引 理 3.5 rme NRR. EE 
Mpr—megdBIAMÁA. FREA QV) meat, Beef 
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定义 , 知 span(V NW) = RC, 故 存在 常数 ae 使 得 
y= J va. 


oK Ww 


再 由 归纳 法 假设 , 即 得 
D$" B, Li D,D*By 


~D,( € 35D, By) 
WCV.scWo-m 


- Z ayD,Dy By 


WCF aP) = 


z b» dw pO Dy jy By 


WCF .nqW xm "T3217 


S 5 apDy By. 
WCV . st) m ml 


至 此 完成 了 引 理 3.5 的 证 明 ， 口 

在 引 理 3.5 中 取 + 一 十 1, 利用 (3.14), 可 推 知 Br 在 任何 
方向 上 的 #“ 十 1 阶 方向 导数 都 是 有 界 的 , 从 而 Br 有 闫 阶 光 滑 度 ， 
即 性 质 (iv) 成 立 。 

其 它 的 召 样 条 也 有 命题 3.2 中 的 四 条 性 质 ,这 里 不 再 详 述 ， 

与 一 元 B 样 条 一 样 ， 多 元 B 样 条 岂 有 递 推 关系 .我 们 先 给 出 
Bor 样 条 的 递 推 关 系 式 . 


定理 3699 如 果 Box 样 条 Brev EV 都 在 点 x — Y ono, 
处 连续 , 则 
(a — 9)Br(x) = zc +a Bru (x^ 3 
] BLZ 
v(a Jemal ==) 
Hu M span(PNa)) Se R^ 时 ， 我 们 可 将 Bre 看 做 由 (3.6) 定 义 
的 广义 函数 ， 并 将 上 式 理解 为 分 布 意义 下 的 等 式 。 但 这 里 我 们 总 


假设 span(V No;) -RB,vtcV, 
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X38 3.6 的 证 明 记 x 的 第 ;个 分 量 为 x;, 由 (3.14)， 


x 2- By(x)  D,ByCx) 
iml i 


m » n| Brn ( xd e By, ( x— 2 


1-1 


所 以 ,定理 3.6 中 等 式 的 右 端 等 于 
, 0 1 " » 
Dagor Dlana 6-2 


ene (et) 
上 式 的 Fourier 变换 等 于 


d 8 m ia y*Ui 
zj- By (x)e rd 二 cos … -- By (y) 
Di Óx; 2 2 ý 


-— esi By(CxX(1 -— ayie "tax 


# 
"TER! 


s y . vU; 7 
十 J, cos Bye) 


j21 


一 —:iBy(y)— 5 Y; 2. BeCy) 
fm y; 


y*9Uj;7 


十 ES cos By). 


Sad 2 
通过 直接 计算 ,并 注意 (3.13) 式 ， 上 式 等 于 (# 一 9)8y(y)。 这 正 
是 定理 3.6 中 等 式 左 端的 Fourier di. 这 就 完成 了 定理 3.6 的 
证 明 。 D 
EE BRAGUEDENORR. UGDHADUTBA C. 
定理 3.10995. s AUREAS MOIN) MERR TCx1V) 分 
别 有 如 下 的 递 推 关系 : 
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i) x- » 7;9,; 2 (5; 7 1, 则 有 


MGIV) = — 2 7 D uM VNo), 
m t=l 


M(xIV) = 2N Ctt MC) — 0v + ze viyo), 
上 式 中 wpeceT。 


n) 若 z 一 M 1;6;, WA 


T(xlV) = —À— D uTGlV Ne), 


T(x|V) = 全 T(x — ww|VN)dt 0 € V, 


定理 3.7 的 证 明 请 见 ([47])， 这 里 不 氢 给 出 除 递 推 公式 外 ， 
多 元 8 样 条 还 有 如 下 的 求 导 公式 ， 

定理 3.8C[51],[53],[54]》 光滑 的 Box FR, 单纯 形 样 条 
和 锥 样 条 分 别 有 如 下 的 求 导 公 式 ， 


D,By(x) 一 S uo, By (x), y — Si swa 
+ 


$m) 
* " 


D,T(xlV) 一 >) nT(x|Vw). y = 2 10; 


t% r-1] 


D,M(x|V) 一 22, uM Vv), y = 5 HU;, > = 0, 
fæ] 5-1 


Box 样 条 的 求 导 公式 可 由 (3.14) 式 准 册 .其它 两 个 公式 也 可 类 
似 地 得 到 ,详细 证 明 请 见 [52] 和 [57]。 此 外 ,Dahmen-Micchellic71 
SIA TED BOSERESS, Dahmen.-Micchelli£? $1 Cohen-Lyche-Riese- 
nfeldU" 彼此 独立 地 引进 了 离散 Box 样 条 。 其 出 发 点 乃 是 为 了 在 
计算 机 辐 助 几何 设计 中 利用 重 分 算法 (subdivision olyorithm) Æ 
成 曲面 。 Dahmen-Micchellicnca 建立 了 离散 B EA 5S MEE 
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图 方程 解 的 个 数 之 间 的 联系 ， 从 而 使 得 离散 B 样 条 可 应 用 于 组 合 
计数 的 问题 上 去 . 

设 了 FCZ， 离 散 锥 样 条 定义 为 满足 以 下 条 和 件 的 * 元 序列 
(lV): Z I R; 

2,'8I)e(Q) 一 D vlVa), 

其 中 p: R 为 支 集 有 办 映射 。 

设 O€VCZ', 5 20,57 是 整数 。Dahmen-Micchelli 将 离散 
箱 样 条 BCIN 定义 为 从 AZ 到 有 的 满足 以 下 条 件 的 函数 : 


KM Y) e(QDAGIV) — 5 >, vlhva), 


jeiz a €(ZNU A 


其 中 eZuü— R 是 任意 具有 有 限 支 集 的 函数 . 
离散 8 一 样 条 的 研究 详 见 [471、[55] 及 [56]。 这 里 只 开 列 出 
一 些 基 本 性 质 以 及 它们 与 连续 8 一 样 条 之 间 的 关系 。 


定理 3.9 T(xiV)- $5:GIV2B(x — Jj — WV), 


JET 


B(x 一 9»,V) = (—1)"rT iF), 
其 中 四 一 + > v, KV, 
i=] 


我 们 在 研究 插值 与 通 近 问题 时 ,总 是 针对 某 个 空间 ,比如 线性 
空间 、 来 考虑 问题 ， 所 以 为 使 得 多 元 B 样 条 成 为 研究 这 个 间 题 的 
工具 、 我 们 必须 考 声 其 平移 所 产生 的 线性 空间 。 以 下 我 们 总 假定 
Vcz. 

X3 310 多 元 主 样 条 空间 S, 定义 为 

$y:—span(B, (* — J)ij€ Z'j. 

关于 空间 Sy, 首先 过 到 的 问题 是 ，B8y(* 一 J),Je 是否 线 

性 无 关 ? 亦 即 . 设 aZ eR 满足 


b a;By(* Eg D» 一 0) 
je" 


risie* 


是 否 必 有 a 二 0? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 

XE $11 {8C 一 J),je Z) 是 线性 元 关 的 充 要 条 件 是 : 
对 于 尾 何 满足 条 件 spanW =R 的 WC, WR heg s Ai 
FREE dew | — 1。 我 们 称 这 样 的 PV 是 么 模 的 (unimodular), 

这 个 定理 的 必要 性 属于 de Boor-Hillig53， 而 其 充分 性 分 别 
由 Jia?" 和 Dahmen.-Micchelli'f? 互相 独立 地 得 到 。 

用 反 证 法 证 明定 理 3.11 的 必要 性 , 若 存 在 WWCV 使 得 |detW | 
> 1， 则 由 于 生成 的 格 


4~ f5 vijez} 
是 Z' 的 真子 格 , 由 (3.12), 对 任意 商 群 ZA 中 的 元 素 &, 都 有 
;一 下 一 d.e. 
PL j—- k) idegrT" (3.17) 


利用 (3.16), 在 上 式 中 将 左 端 中 的 下 换 成 了 ,等 式 依然 成 立 ， 

在 五 /4 中 任 取 两 个 元 素 k 和 k WA 
2; GvC —j-k)—By(—1— k))= 0, 
即 (B,(* 一 jE ZY} 线性 相关 ， 

我 们 对 了 中 元 素 的 个 数 用 归纳 法 证 明定 理 3.11 的 充分 性 , 若 
aV) = s, AI Byv《。 — D.Je Z7 的 支 集 两 两 内 部 不 交 【 这 点 可 由 
《3.12) 看 出 )。 从 而 它们 是 线性 无 关 的 。 假设 定理 3.11 对 所 有 元 
XC BUNT VÉ 了 ”都 成 立 , 往 证 对 六 也 成 立 。 不 失 一 般 性 , 设 了 
中 含有 R 的 标准 单位 正 交 基 ese. 否则 、 设 WW 是 R 的 
基 , 因 了 是 么 模 的 , 故 有 [dew|-1,Mia W^V 也 是 么 模 的 。 
即 通过 变量 代 换 ,WW 变 为 一 个 新 坐标 系 下 的 标准 单位 正 交 基 。 

z 


fi:= 9 aC P-90. (3.18) 
FETA 


往 证 8; ™ 0,€ Z, 
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-o meinn mam M e 


由 (3.14), 易 证 当 W CV 时 ， 
Dr( Z B. — )) 7. D rov — j+ tr), 
(3.19) 
其 中 Buas a4 — asm Sp m TI e AS 2i. 


在 (3.19) 中 ;特别 取 wW = es 有 
- - : vaga €. 
0 一 了。 P? 9,,85B pss, ( 了 十 2 J (3.20) 


若 span(VVe,) — R, A V Ve, WELEH a gru, 

得 
8,4; = 0, JEZ, (3.21) 

若 span(yYe,) x R, MAA VVe, 中 元 素 的 第 一 个 分 量 都 
是 零 ， 将 vEV\e, 的 后 ， — 1 个 分 量 记 为 s, BA V'- iv, 
veVe E R 中 也 是 么 模 的 、 且 nCV) < (V). 

设 BG) 是 由 e, 确定 的 一 元 B 一 样 条 ( 即 Bu) 一 1, 如 
ieo &s« T 其 它 处 为 零 )。Bw(y) 是 由 V 确定 的 一 1 
元 Box 样 条 、 利 用 (3.13) 式 , 易 证 

. Byz, y) 一 Be By), (3.22) 
其 中 acR, yc RC. 
E B, 和 a 满 中 (3.18), 取 x 一 ji,, 并 利用 (3.22) 式 ,得 
p aj;,By(* — i) 7 0,5 € Z, 
由 归纳 假设 ,上 式 等 价 于 
2;,—9, EZ (3.23) 
如 果 对 所 有 e «iss 都 有 span(V\ei) — R, (3221) 


表明 
$,2;— 0,1] ix s, € Z. 


上 式 等 价 于 所 有 a 都 为 同一 常数 。 从 (3.17) 式 知 ,该 常数 为 零 。 
& (3.17) 式 我 们 还 可 得 到 Box 样 条 的 单位 分 解 《 俱 定 了 是 么 模 


9 (33+ 


的 ) 
zx By(*—i)—1 (3.24) 


FERNE 8 Hb — ER FEE 2 TR RO ER, 

ii 55 是 “收缩 ” 主 样 条 空间 (“Scaled” Cardinal Spline 
Space), BI FES? 的 充 要 条 件 是 Hhx)€ Sr. Sy EE LB E NO 
max{ridist(f, S$) = O(F)}, 

其 中 f 是 充分 光滑 的 函数 ，dist(f,5$) 是 f 到 空间 SP HER. 
de Boor 5 Höllig, Dahmen 与 Micchelli, Jia 及 Fix 与 
Strang 等 人 都 在 这 方面 作 了 许多 工作 ,这 里 只 简 述 一 些 结果 . 


定理 3.12 记 P, 为 次 数 x mw 的 多 项 式 空间 ,P 一 【J P。. 


又 设 V* 是 由 了 中 所 有 使 得 span(VNW) 一 R TRW AR 的 
集合 , 则 有 


PNSr = [()KerDy, 
WeVv* 


该 定理 由 de Boor 5 Hillig 给 出 所， 由 定理 3.12 可 得 到 

推论 3.13 若 P,CS,,H) KZ ac 1， 这 里 上 由 命题 3.2 所 
定义 。 同 时 有 Pansy. 

de Boor-Hilligtt 利 用 定理 3.12 得 到 了 S, 的 逼近 阶 。 

定理 3.14 S, HELENE pg 十 2。 

关于 逼近 阶 ,[52] 中 有 较 详 细 的 介绍 。 

上 面 介 绍 了 主 样 条 空间 sy 的 逼近 阶 ， 它 是 通过 构造 Sy 的 
“收缩 "空间 $$ 来 实现 过 近 上 生 标 函数 的 ， 其 在 本 质 上 是 通过 加 细 
区 域 来 逼近 目标 芳 数 。 通 过 增加 样 条 的 次 数 是 否 也 可 以 达到 上 述 
目的 ? Schoenberg WER: 存在 次 数 « ”的 一 元 主 样 条 序列 
$,,5 — co KKE fe LOO 的 充 要 条 件 是 ， 了 ERRE f HJ 
Fourier 变换 f 在 区 间 [一 x*，x] 之 外 几乎 处 处 为 零 。 多 元 的 情 
况 更 为 复杂 。de Boor-Hillig-Riemenschneidere2 得 到 了 下 面 的 定 
理 。 
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ie i mV Jédim4 VAS SERES, 定义 
= {x; [ByCx 十 ?zz 及 一 Bx), j * 0j, 
M ERAN 


Sa 一 5 Ga iBar” =< i.e, € PCZ} 


HREJ fe 工 KR') 的 充 要 条 件 是 了 的 Fourier 变换 f 在 D, 的 
外 部 几乎 处 处 为 零 . 


推论 316 如 果 ge D Bor(J)exp( 他 ") 是 重 正 的 , 则 对 任 


意 有 界 的 函数 六 存在 唯一 的 有 界 样 条 Imf E Smv ,使 得 
Imf(£) 一 f(k) kE Z’. 
如 果 还 有 fELLR), E supp CO, , Ur 

l lf — Imfl; — 0, m — oo, 

上 看 的 结果 是 定理 3.15 的 推论 ,详细 证 明 请 见 [52]。 

特殊 规则 剖 分 下 样 条 空间 逼近 叭 的 研究 ， 目 前 大 多 集中 在 以 
整 点 为 顶点 的 1- 型 和 2-08 fi e ARIA EL 

de Boor-Hiliig《f1631) 最 早 指出 SCAP) 的 逼近 阶 是 3 而 不 
是 4。 在 [64] 中 ,他们 得 到 了 51 CA) 的 逼近 阶 《〈《 记 为 my(,7)) 
的 上 界 估计 : 

misr) < min(2& — 2r,&-t 1}. 
Jia 在 155J] 中 证 明了 
mi(R,r) > min{2 大 一 2r 大 十 1 一 2， 

进一步 ，Jia ([66) 7 证 明 上 述 下 界 估计 是 最 佳 的 、 

de Boor-HöHlig ERAT 4 k> 3r-F 2 时 mik r) — kl, 
并 猜测 当 £u 3r 十 2 i, mkr) mA. Jia? 声称 他 已 证 实 了 
ZTA. 5S 291b, 34 2k — 2r L7 E, E Zr Hj.miQR.r) 


1) C.de Boor and K. Hóllig, On the approximation order from smooth 
bivariate pp fuactions, as. 

2) R. Q. Jia, Approximation order (rom spaces oi smooth bivariate 
splines on a three-direction mesh 1l, as 
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已 被 确定 ， 特别 地 , 当 了 委 5 了 村 ,对 所 有 k, mik,r) 已 知 ， mä 
2k —3r 228 EH. k<2r+2 时 ,已 知 
m Ck, r) = 2& — 2r — 2 或 2 — 23r — l, 

但 至 今 还 未 找到 m(,r) = 2k —2r — 1 WAF. 

XT A? 的 逼近 阶 的 结果 目前 不 多 ,请 见 [66] 和 [67]。 

除 上 面 介绍 的 多 元 B8 样 条 外 ,A. Ron，Dahmen,Micchelli 等 
人 还 引入 了 EE 样 条 (exponential cube spline)， 并 研究 了 它 的 性 
B. EHRE E(xlV》 如 下 : 


ee (3i) a fe cR). 


s 
IL AN far 


[oran = | 


关于 这 方面 的 结果 详 见 147] 和 [68]。 
$2 8 网 方法 


B 网 方法 的 研究 起 源 于 Bernstein 多 项 式 。 Bernsiein 多 项 
式 以 其 独特 的 结构 并 成 功 地 用 于 Weierstrass 通 近 定理 的 构造 性 
证 明 中 而 受到 人 们 的 广泛 关注 。 它 的 各 种 推广 形式 也 随 之 出 现 ， 
其 中 也 包括 在 物体 外 形 设计 中 常用 的 霓 积 型 区 域 和 三 角 域 上 的 推 
广 。 Bernstein 多 项 式 的 许多 性 质 都 可 以 在 G. G. Lorentz, ÀJ 
ZÆ "Bernstein Polynomials”'e9 中 找到 ,后 人 (如 P. deCaste- 
ljgu, P. Bézier 及 S. Coons €) 为 设计 物体 外 形 构造 曲面 片 又 
重新 发 展 了 乘积 型 区 域 和 三 角 域 上 的 Bernstein 多 项 式 理论 。 由 
于 历史 的 原因 ,现在 许多 名 词 和 术语 都 冠 以 Bézier HAF, RE 
他 本 人 只 考虑 过 和 老 积 形 的 Bernstein 多 项 式 。 这 里 我 们 也 将 沿用 
这 些 名 词 和 术语 。 

将 Bernstein 多 项 式 用 于 多 元 样 条 理论 的 研究 ， 当 首 推 G. 
Farin 于 1980 年 完成 的 博士 论文 中 的 工作 。 G. Farin 在 其 博士 
论文 中 考虑 了 多 元 样 条 的 Bézier 坐标 和 光滑 性 之 间 的 关系 ,从 而 
使 8 网 方法 成 为 研究 多 元 样 条 的 重要 方法 之 一 。de Boor, Höllig 
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等 人 对 了 3 网 方法 的 发 展 起 过 重要 的 作用 。 此 外 ,中 国学 者 苏 步 清 、 
刘 电 元 、. 郭 竹 瑞 、 责 荣 庆 、 常 庚 哲 . 汉 玉 瑜 等 人 也 做 了 许多 有 意义 的 
It. 

我 们 这 里 主要 介绍 二 元 的 8 网 方法 并 只 介绍 其 基本 性 质 ， 有 
兴趣 的 读者 可 参阅 de Boor[70]、Farin [71] KAY N ERK 
[72] 的 综述 性 文章 。 

Hoo, 1S3 是 三 角形 按 逆 时 针 排 列 的 顶点 ， 则 任意 
xcR 可 表示 为 

XT F TV, F TDs (3.25) 
其 中 十 + 十 Tt, 二 1， 并 不 难得 到 
LO Jet (Vi — x,0, — x) ra . derw, — x, —. x) 
det(m — v,,v, — 9) delo, 一 6,0, — v) 
_ der (v, — x,v; — x) 
det(y, — v,,v, — V) 

我 们 称 (3.25 ) 为 x 的 面积 坐标 变换 , 也 称 为 面积 坐标 表示 . 显 
然 , 这 种 表示 是 唯一 的 。 

面积 坐标 变换 具有 仿 射 不 变性 ,简称 仿 射 不 变性 。 即 , 若 仿 射 
变换 外 :x = cs, + 089, plax) — 60) t POW) + 
Ow), WA 


(F. £,,£8,) —- (T, 71,1,). 
事实 上 , 设 Dix Axt h, W 
pax) = 4x--b—A4M rv; + b= Y Ae +b). 


出 面积 坐标 表示 的 唯一 性 , 便 得 到 上 述 结 论 。 这 个 结果 是 G.Farin 
在 [71] 中 给 出 的 。 

命题 3.47 设 xi 关于 三 角形 o = (0,0, 0,1 的 面积 坐标 是 
Cri? r r), W 


det(x, — x,,x, — x,) = detW deilu, — V, , 0: — v,), 


其 中 


n qe qe 
wW 一 TP ri? zi H 
ri? vi? r? i 


证 明 Hx (aT, 5; = (1,0! Y, 由 


3 
x, $t?» 


ixl 


及 
Tn? retr S=], 1«is3, 
得 | 
(x, g,, 2) = W(9,,0,,0,). 
AS 


det(x; 一 x,,x, 一 x, - det(X,,X,, 3,) 
= detW det(6, v, ,6,) 
一 detW dei(9, — 0,,0, — v). Dn 
以 面积 坐标 为 函数 的 自 变量 ， 相 当 于 两 三 个 相关 的 变量 代 蔡 
两 个 独立 的 变 最 ,所 以 我 们 要 考 赎 变 换 前 与 变换 后 、 逊 数 的 依 导 数 
之 疗 的 关系 ,下 面 的 公式 是 容易 得 到 的 。 


l, in jt, 
D, vth = 3—1, X ik, (3.26) 
0, Xt. 


设 y xQo— ox, 区 的 面积 坐标 为 € = ri’, rP, rP), 
i= 12, 并 记 a = (2,,0,,0,) = z 一 v9, EY f(x) 的 自 变 
量 x 用 面积 坐标 F 蔡 换 后 得 到 的 函数 仍 记 作 r) 注意 % 一 
x, — au, 十 o$U; 十 o0, 一 o0 一 v) 十 LACR E v), 我 们 有 
Dy x) e D, f x) PE)» S ta —ÓKx) _ 


Xu, — v) alo, — v.) 


egy 9K*) 9f) 
^ Gv, — v.) E alo, — o) 


= a (H — 0r 


ðr, o(v, m» vi) 
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bf) | Or 
üi Or, Ov, z v) 


+ BK) an _) 
ðt; aw, JE v,) 


afle Or, 
“( ðr, 6(o 一 v) 


十 of(F 0t; 
Or, alv, c— v) 


or) . 0, — 
ur e 555) 


， =æ ofr) flr) of T7 ) 
= or, T ar, TA ôr 


3 


即 当 lel =a 十 到 十 四 一 0 时 ,有 
D Kx) = D,f(v), (3.27) 

其 中 了 一 es, 十 ot 十 og, x m ruv b rw r9, Er ob nu 
T, 7 l, 

为 叙述 十 面 的 结果 ， 我 们 还 需 引 人 一 些 记 号 。 RH |e| = 
四 十 四 十 mm 表示 向 量 @ 的 长 度 外 ， 当 4 == 《442,21)€ Zi 时 ， 
P= RASER, M ÀitAjgh(in) 表示 多 重 阶乘 。 

nyg Bernstein. 多 项 式 定义 为 


p’ = HL p= n1 h.rherh = " .2 
Bi (P) à imo ome [A| = n, (3.28) 


其 中 1e zi M AXZ. M, Bi"(r) 定义 为 零 。 
Berstein 多 项 式 满足 下 面 基本 性 质 


() B17(T) 20, WE f€0o-— [ozazy]。 (3.29) 
Cii) Bernstein 多 项 式 具 有 单位 分 解 性 质 , 即 
l © Bil) =. (3.30) 


(ii) s((BE CIIM = aD = dg" B4BICOLIAL = 
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n) 是 多 项 式 间 P。 的 基底 .这 里 n( 4) 是 集合 4 的 元 素 个 数 ， 
iv) BCY) 在 点 r= hin 处 取得 唯一 的 极 大 值 . 
由 性 质 〈iii)， 任 何 多 项 式 PEP。 都 可 唯一 地 表示 为 


pr) = 2D) bBicn, (3.31) 


PI 


其 中 系数 {blll = x) KRA Bézier 坐标 。 将 插值 于 


(eni - 4 


的 分 片 线性 函数 可 称 为 2 关 于 o 的 Bezier 网 或 控制 网 ， 而 将 
(3.31) 式 称 作 多 项 式 ? 的 Bernstein 多 项 式 或 一 形式 ， 不 难 证 
明 Btzier 网 与 多 项 式 之 间 是 一 一 对 应 的 。 

从 Bézier 网 中 可 以 看 出 ,点 集 位 | ad = 中 具有 特殊 的 地 


位 , 它 也 称 作 Bézier 点 。 Bézier 点 恰好 是 三 角形 o 上 的 Lagra- 
age 揪 值 问题 的 适 定 结 点 组 ( 见 [711)， 事 实 上 , 记 


ilii 


ac - £ TD C 2-2. 


则 LC) 显然 满足 

Li (£) = ài, 
这 里 bne 是 Kronecher 符号 。 由 上 式 不 难得 到 ， 任 何 一 个 次 
多 项 式 ptP。 剖 可 唯一 地 表 成 


x)= X (I)e, 
B] Bézier 点 [+ 41 = 十 是 适 定 结 点 组 。 


多 项 式 的 Bézier 网 表示 具有 很 好 的 保 形 性 。 具体 地 说 ， 有 
下 面 的 定理 : 

定理 3.18 ”由 (3.31) 定 义 的 多 项 式 曲 而 =: 一 和 r, p(F)) TE 
og} 包含 在 了 的 Bézier 网 的 凸 包 中 ， 
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WS H EDEN, PB. Bézier 网 密 的 凸 包 为 
t1 - {DD a (Za) X a= so]. 


PLI jilm s 


m, = (s. PM tb, y! mi =T h 
其 中 [A] =r tntan =l, n0 Ef, 
x,C EA 
另 一 方面 ,可 证 得 
E ÈB) =r, 


Hms f 


事实 上 ， 


b En B: (2) = h, ni rThrbrh 
TX hn Ailà; 


=r cs DE rhCrhrh 


»3 (4, — Dtütàal 


= 7,。 


HIER) Be) 一 ri 一 2,3, 即 (3.33) 成 立 ， 
由 (3.32) 及 (3.33), 曲 面 m 上 的 任 一 点 


(Grp) T (e. 3i ss )enctn, 
k Aj m Æ 


Rp maC[ ££]. 


一 般 地 , ”次 多 项 式 可 以 看 作 是 * 十 ] 次 多 项 式 。 


(3.32) 


(3.33) 


BRUM 


Bernstein. 多 项 式 可 以 表示 成 高 次 Bernstein 多 项 式 , 这 在 许多 场 


合 下 具有 技巧 性 的 意义 . 


命题 3.19 (ANAR) $ €-—(,0,0, & = (0, 1,0), 


s! (0,0,15, 
B = : 


adea 
ati 全 


»3 Hiba ut, lp! = a+ t， 


(3.34) 
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好 
S hBi) = Sl BBIUG. (3.35) 


命题 3.19 就 是 所 谓 的 升 阶 公 式 。 反 复 利用 升 阶 公式 ， 经 过 i 
次 升 阶 则 可 得 
D aB) FT PBE), (3.36) 
Mt x (ampi 


= X). ) (3.37) 
xa ecce 


我 们 先 证 (3.35) 式 ,由 n o n0n- l8 
Bi C) = Cr cb n b 7)Bi(r) 
2 + Bi GG 1B 


其 中 


+ (3 + aDBItiv] 
将 上 式 代 人 (3.35) 的 左 端 并 计算 Berstein 多 项 式 Bi, p= 
# 十 1 的 系数 , 即 可 得 到 (3.35) 的 右 端 . 
为 得 到 (3.36)， 显 然 只 需 证 明 (3.37), 当 i — 1 时， 不 难 验 证 
(3.37) 等 价 于 (3.34)， 假 设 (3.37) 当 一 如 一 上 时 成 立 . 对 于 i 一 
m ,Eh (3.34) (Rl n +m 118646 nA, 4 [gn | m # 十 mw 时 ， 


bU 一 es $a bam a 


n 


-h ES Egit ped. 


-BARTET 
- galiz aia t") 


PE 
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S nm 
一 z^ i n ) 
即 (3.37) 成 立 。(3.37) 式 是 J. Zhoua. 
在 升 阶 过 程 中 ， 所 有 的 Bézier 网 B, ADPRISÉIBI— 46 SA. 
p(z) -= 之 BOO ,所 以 显然 有 
定理 3.2020 对 zec, 一 致 地 有 
lim 4,7) = plr), 
证 明 ”利用 (3.37) 式 ,经 过 简单 的 计算 可 得 
二 "l tamt i j àil E i 1,-1 
T PY tatii I: l 
E TL 
aij 


Li 


lim 一 下 -一 f, 
i-e fi +i 


划 关 于 v€o,—£05033 
limé = plr), 


再 利用 pCr) 在 "上 的 一 臻 连续 性 并 注意 2 是 以 -+ 
sj )| 11 = n 让 为 顶点 的 分 片 线性 多 项 式 , 即 可 证 明定 理 3.20 


RI, 
升 阶 公 式 是 通过 构造 高 次 的 Béziec WEBA -TS 项 式 ， 
由 定理 3.20， 当 升 到 一 定 的 阶 数 时 ， 俯 求 值 角度 上 讲 。 所 构造 的 
Bézier 岗 就 可 以 代替 所 求 多 项 式 。 所 以 升 阶 公式 是 求 多 项 式 值 的 
整体 算法 。 下 面 要 介绍 的 de Casteljau 算法 则 是 求 多 项 式 一 点 
处 值 的 迭代 算 蔷 。 从 形式 上 和 腹 ， 升 附 过 程 是 用 高 次 多 项 式 表示 低 
次 多 项 式 ,而 de Casteljau 算法 则 是 用 低 次 多 项 式 表示 高 次 多 项 
式 。 从 效果 上 看 升 阶 过 程 是 整体 的 逼近 算法 ,而 de Casteljau XX 
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法 则 是 求 一 点 处 值 的 精确 算法 ， 
定理 3.21 (de Casteljau 算法 ) 设 # 次 多 项 式 


pt) 一 $, bB). 
IHETI 


若 定义 
br) = b, 
dr) = £ rie (r), Al aci, 
则 
PE)— Dj MXT)B;',0sr«n. (338) 
iiime rf 
特别 地 , 取 > 一 #, 则 得 
PCr) — 5r). (3.39) 


证 明 当 * 一 0 时 ,由 0j (0). 的 定义 直接 可 得 (3.38)， 对 + 
用 归纳 法 ， 
plr) 一 na: bS GOBti'G) 


p 5 bir) 2 BILC (x) 


TIDIIE 


- y» z rbd Br) 


4 本 用 一 了 一 站 im 


- X KBr). 


这 就 完成 了 定理 3.21 的 证 明 , 这 里 及 以 后 的 论证 中 ,e (1 «x 3) 
总 是 指 命题 3.19 中 所 定义 的 记号 。 

de Casteljau 算法 还 可 以 用 于 函数 的 求 导 公 式 。 这 在 建 立 多 
d cM ddr c rd 


À EN 
id Die) 一 ME orhórb Kv), Daf) 一 a 9r Kv) 十 
" Že) + as Č- KENGE) LESE 的 方向 导数 )， 由 标准 的 
i. E] 
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求 导 公式 ,有 
D: įr) 一 > Bi Ca)D'f(v). (3.40) 
特别 地 , 当 |el 一 0 时 ,注意 (3.27)， 上 式 就 是 j(x) 党 方向 y 一 
oD 十 oa oso, 的 7 次 方向 导数 。 另 外 ,(3.40) 中 的 Bila) 仍 
是 有 意义 的 ,尽管 此 时 lz| 一 0 而 不 是 1. 
在 (3.40) 中 , 取 大 rz) 一 Bi Cr). HS ST T Bg x 
D: BY (T) 25 DD) BL(a)B;llGO). (3.41) 


在 (3.40) 中 取 fC) = p(r), 并 利用 C3.41), 可 证 
定 于 3227" n RZA pz) 的 + 次 方向 导数 由 下 述 公式 
给 出 


D; p(T) — 一 Aan M7) B^). 
证 明 首先 ,对 > el x 
en 2, bau BS: m a — r. (3.42) 
再 利用 (3.41), 得 | 
D:a p(t) 一 QE S rax Tea p2 b,BL(a)Bi1- lv) 


-H E Xi 4BtG)BU'O) 


(n — rY) utrum. 
xor E Ba) aa bu BT"). 
" i (3.43) 
将 (3.42) 代 入 上 式 , 即 得 所 需 结果 ,证 毕 ， 
综合 (3.42)、(3.43) 及 定理 3.22, 可 得 定理 3.22 的 一 个 对 称 形 
A: 
推论 3.23 


D; pla) 一 D i(a)Br"G). 


(n WES ES 13! er 
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由 (3.42)， 我 们 还 可 得 到 求 多 项 式 pO). 的 混合 偏 导数 的 公 
式 


PRU, Al 一 7。 (3.44) 


D? - st 
s) GI 


事实 上 ， 
Dip(z) 一 2 b DBAC) 


M cod ST 2 b,BT-I(v) 


一 一 中 2 b, ABL QR) 


(5 — rra 
~ omo. by 
(s— r)i Ms 
有 了 上 面 的 准备 ， 我 们 将 给 出 定义 在 两 个 相 令 三 角形 上 = 次 
多 项 式 之 间 的 5" 光滑 连接 条 件 ， 
定理 3.2479. 设 pr) 和 p) 分 别 是 定义 在 相 邻 三 角形 
g - [5,, Üz, ia] 和 g- [5,,0,,0,] 上 的 # 次 多 项 式 、 {5,14|= 
7} 和 {5,, AL 一 a) 分 别 是 p) 和 pC) 的 Bézier EIR, e 和 
v 分 别 是 x* 关 于 o 和 #5 的 面积 坐标 则 p) 和 ZA C 
请 连接 的 充 要 条 件 是 
by = (CP), $0, i,-*-,7, (3.45) 
其 中 $ 是 关于 d 的 面积 坐标 ， y= (5A, à», Mum (0, PEPPER 
atm ases, 
证 明 设 向 量 
3 一 aW, 十 wb 十 ap 一 FDI 十 pi 十 Ta， (3.46) 
plaj 一 |a| 一 0。 由 推论 323 & (3275,18 
D,a) DPD tr D), POBO), 
(3.475 
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ir tà À— — 9 © $ de dem d qoo o eai RAE ca E 


Dij) Dip) m D—L DB) BGB. 
(n — 5)1 mar- 


(3.48) 
取 ?了 一 六 一 v, 则 
&-—(1,—1,05,a-— £f — €, (3.49) 
注意 p(x) 与 PO 之 间 c .光滑 连接 的 充 要 条 件 是 
Diplo vsl = D PC) ilon vl, 0 sr. (3.50) 
由 (3.47) 和 (3.48) 及 Tilon 0) 一 下 [To 03] 知 ,C3.50) 等 价 于 
bla) 一 KE) s ser «n, l| m 8—» (3.51) 
将 (3.49) 代 和 人 (3.51) 得 
bia) 一 之 by, Bra) 


i\e 
= , > 《一 15" (2) D4 ps 


ptus 


过 5 (—1» MUI bite sos eto (3.52) 


im 


Ba) — S braba lA) 


= $3 bs - Deep 
pi 


PILII 


rs sh e, Php 二 mi if H: pu^ 
20 bs ups E DG 人 . 
& 一 和 +ie, 上 式 等 于 
u, $ 
m i ata ‘i Li 
Xx Xco(.)etn5e 


METETE 
一 x (—1» ( ， ) Da CÓ 
z > (CD 人 ) ein 
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将 上 式 及 (3.52) 代 人 (3.51) 中 , 即 得 
Blt issus m PRG), 0 一 站 一 了 
它 显 然 与 (3.45) 等 价 。 口 
定理 3.24 在 曲面 构造 及 多 元 样 条 空间 结构 的 研究 等 方面 起 
着 非常 重要 的 作用 。 它 的 一 元 形式 是 E. Stirkz3? 在 其 博士 论文 中 
得 到 的 。 
推论 3.25 设 p(z) 5 op) 如 定理 3.24 所 定义 , 则 plr) 
5 pE) ZAC 光滑 连接 的 充 要 条 件 是 : 
D be = Žie, MI --s 
2) (Xy, BD, Can, b, Gur brun 和 (Ættu buts) 
四 点 共 面 ,其 中 x 一 ied 103 hg, 元 5 十 L0; 5, 
2- Lte, 
也 定理 3.24,1) 是 显然 的 。 所 人 议 只 需 证 明 2)。 从 (3.45) 知 
by 一 MAP) 一 bysso + Tbyeror Eb 
一 £y t Ebr t abete (3.53) 
另 一 方面 ， 
Ayo D, t à, t aU, 
— P4, 十 C3, 十 C9, 十 2409, 十 20, 
— £D H àw, L003) + FC, + Dv, 
Tu) + Ew, + Cs + 1004) 
- pax t xq: 0x69. 
因而 可 知 205 ir. 
定理 3.24 可 以 毫 无 困难 好 推广 到 高 维 空间 中 去 
与 二 元 情况 类 似 ,定义 
Bi) 一 大 


n 
p = L6 HE o rhe " ES 


I 
! Ait dl 

DC) = > bBIOD, ll 7 2— 5, 
并 记 # 次 多 项 式 PO) = 2,565100. HUN 
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EI 3.26 设 pr) 和 (5 分 别 是 定义 在 单纯 形 o — lo, 
bii Panl A 20 77 [0,907 Van] 上 的 # 次 多 项 式 ， 则 pe) 
和 p(r) 是 c 光滑 连接 的 充 要 条 件 为 

5 一 ME) 一 01 rr 
其 中 的 记号 都 与 定理 3.24 中 的 类 似 。 

众所周知 ,在 一 元 情形 下 ，Btzier 多 项 式 具 有 保 凸 性 质 , 即 当 
Bézier 网 是 凸 多 边 形 时 ， 由 其 所 确定 的 多 项 式 也 是 凸 的 。 对 于 二 
元 情形 ,也 有 同样 的 结论 ， 


定理 3.27 当 Bézier n(A., 5) = 才 凸 时 ,由 其 决定 


的 =” 次 多 项 式 也 是 上 的。 
该 定理 是 常 庚 哲 和 汉 玉 瑜 5" 得 到 的 .最 初 , 常 庚 折 和 Dauisz” 
得 到 了 下 面 的 


定理 3.28 s Bezier mi. 2 1 一 4 满足 条 件 


(Brutalts: 一 bust) — Cesar — b us) 20, 

(CERRO m. besar) IN Cb setas! FE barn’) 之 0， 

(botailts? = bestes?) = (CERTEN md burt) zo, 
时 (|| 一 = 一 2), 由 其 确定 的 z 次 多 项 式 P) 是 凸 的 。 

px) 是 凸 的 充 要 条 件 是 常 庚 哲 和 冯 玉 瑜 cq 得 到 的 。 

凸 性 的 研究 是 一 个 非常 重要 而 困难 的 困难 。 和 目前 关于 凸 性 的 
讨论 从 本 抽 上 讲 还 只 局 限 在 一 个 三 角形 上 、 而 整体 曲 性 的 研究 既 
实用 也 更 为 困难 。 比 如 ， 如 何 构 造 在 给 定 的 结 点 上 插值 已 有 数据 
的 凸 曲 面 ， 是 至 今 也 未 解决 的 问题 。 有 兴趣 的 读者 可 参 隔 [71]， 
[78 ] 等 文献 

罗 笑 南 在 其 博士 论文 中 通过 提高 维 数 技巧 提出 了 多 元 号 形式 
超 曲 面 的 概念 , 并 说 明 乘积 型 Bézier 曲面 和 非 条 积 型 Bézier H 
面 都 可 以 看 成 多 元 B 形 式 下 的 超 曲 面 。 

设 5 是 R* 中 汶 维 多 面体 ,其 顶点 是 mw pm 之 w。 我 
们 构造 一 个 # 单纯 形 o [uttatt], ER 
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tt; E= (v, W;), 9 <i <, w, E p ^. 
一 般 地 ， 我 们 还 要 求 c 的 体积 和 8 的 体积 相等 ，o 上 的 次 多 项 
式 为 
px) — >) ABli(v), xca, 


viat 
Hh rE xXT o 的 重心 坐标 。 
定义 3.29 设 pCo 是 中 的 子 流 形 , 则 


Mx)— 2) hBi), Eo 
ZIEL 


称 为 上 (关于 pC(x)) 的 超 曲 面 . 

Ws, v1，v;，V3 是 R 中 凸 四 边 形 的 四 个 顶点 ，c 一 [ay 
-…,] 是 如 上 构造 的 四 面体 。 取 一 2，p [uu], WIR 
难 验 证 p(x), xeo 是 ?上 的 二 次 Bézier £X E). X 

e = (ru, tt i(1 — sju, + (1 — t)sm, + (1 — C — s)u,10 
<t :和 1}, 
则 px), x€ p《 令 bums = binan) 是 双 二 次 Bézier 曲面 。 若 
取 
e = {řu, + (1 — nm + (1 — iu, 
T —iysm;0s:rsl), 
则 p(x), x€ o 是 四 次 Bezier 曲线 。 

以 上 的 例子 基本 取 自 [79] 中 。 下 面 的 定理 也 取 自 该 论文 。 

EM 3.30 Mak Bézier 曲面 是 四 面体 上 的 ”次 多 项 式 的 
一 个 超 平 面 . 

该 定理 的 证 明 可 参考 上 面 的 例子 ,这 里 就 不 详细 证 明了 。 

罗 笑 南 在 其 博士 论文 中 还 构造 了 正四 边 形 域 正 六 边 形 域 和 正 
八 边 形 域 上 的 超 曲面 ,这 里 也 不 详细 论述 了 。 


$3. 构造 二 元 样 条 的 积分 方法 


这 里 将 介绍 一 种 构造 样 条 函数 的 积分 方法 ， 我 们 将 利用 积分 
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方法 给 出 样 条 函数 在 均匀 前 分 下 的 积分 递 推 关系 。 一 般 说 来 ， 如 
果 起 始 的 样 条 图 数 有 最 小 的 支 集 ， 那 么 通过 积分 方法 可 以 得 到 具 
有 更 高 光滑 度 而 支 集 仍 为 最 小 的 样 条 函数 。 换 名 话说， 我 们 可 以 
递 推 地 给 出 下 样 条 葡 数 。 为 了 请 楚 起 见 , 我 们 仅 讨 论 二 维 情形 ,这 
些 结果 都 可 以 直接 推广 到 高 维 情形 。 

首先 先 引进 一 些 记 号 。 

HRAD AU: :—ióy-—ijz:—y-&kdBAT x 一 
y—i,x—y-—h, a +)  k 4 glidis5) 1-29 — fis 381 2-78 
ZAID. 3; 

ry | uimExr-iddjmymitdx—isr—i]), 
rdi meiddumysrdctlox—:imÉmr—il, 
分 别 是 A 的 两 个 胞 腔 。 设 
op-—í[(x,yXixrs:ictd,imysictl, 
xr—isy—is—isitl—y, 
o9 = [xyi sr Si +l, j SyS, 
x—isxy—ix—imijti—y)h 
co = {x,y Sr Sit, jayaj], 
和 一 了 之 ?一 1 x—izžziti—y}, 
op = {ry): isr Sit, jS, 
x—imy—ix—isjitl—ylh 
分 别 是 A” Bsp fs 

设 Bla, y)E SAD), 其 支 集 的 边界 为 工 , 则 称 B(x,y) 为 
局 部 支 集 样 条 。 而 也 样 条 用 是 具有 最 小 支 集 的 局 部 样 条 。 

由 第 2 章 可 知 , 在 SCA) 中 存在 非 平凡 局 部 支 集 样 条 的 必 
要 条 件 是 ,4 满足 RI (3p 十 1)/2。 而 对 S10A0) 来 说 则 是 
kl (4eciM3. 我 们 将 证 明 上 述 必 要 条 件 实质 上 也 是 充分 条 
ft. ibd Wm 4 之 (34 十 1)12 的 最 小 正 数 《对 A? 来 说 d> 
(4n + 1/3), WI SCAP), : — 1, 2 是 在 所 有 产 次 光滑 的 函数 
中 次 数 最 低 的 样 条 空间 ， 而 且 该 空间 中 食 有 号 样 条 。 如 所 知 ， 在 
SSP) 中 ，Box 样 条 可 以 不 具备 最 小 支 集 的 性 质 。 因 此 可 以 说 
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积分 方法 优 于 Box 样 条 方法 。 另 外 ,我 们 还 将 给 出 利用 积分 方法 
解决 非 均 匀 训 分 下 构造 样 条 的 例子 。 对 于 和 矩 形 域 D 及 其 上 的 加 细 
BP AS,i—1,2, 我 们 还 将 给 出 由 8 样 条 构成 的 5; (AT. ,DD) 
的 基底 . 
3.1 S52(AW) 中 BB 样 条 的 存在 性 及 其 构造 . 

引 理 3.31 如 果 BCe, y) 是 SCAT) 局 部 支 集 样 条 , 设 其 
ZEH T, ACT) — (a, a, 4, 0, 05, 0,),35 H. 0; 表示 六 边 
ETHE i 个 边 所 合 胞 腔 数 ,《 邵 图 3.0, 则 


9,774 


44,72 
图 3.1 
EMI 
B(w,yMw, 


| 
f 


B?(x,y) 一 


s 


BO(x,y)— B(z,u)du, 


+ 
r 
z+l 
B9(x,y)-— | B(u,u — x + y)du 
ytt 
=Í B(s — y t x,u)du 
D 
是 SaL) 中 以 TO,TO, TO 为 支 集 的 局 部 支 集 样 条 , 其 中 
ACT®”) — (a Hl, 8, 28, a tl, as, 9$). 
ACT?) Te (a, 0; 41.45, 24, a5 tl, 9,); 
ACT®) — (ai, d1, 0, T l, 44, Ss, 04 十 1). 
注意 4 的 定义 , 当 u = 2s 时 ,dz 一 3 二 1。 当 w 二 2 十 1 
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时 ，d = 2: 十 1 因此 只 须 考虑 SULCAT) 和 SESCAT)r B EE 
条 的 存在 性 和 构造 问题 。 
设 8B,(z,y) 是 SAU) 中 的 8 样 条 、 其 支 集 如 图 3.2, 它 的 


3.1 
第 i 个 胞 腔 上 的 表示 式 为 p(x. 了), i— 1,2,:--,6, KB 
PLs, »)— 1 — y, p(x, »272— 5, 
Pkr, y)— 2— x 9, (x, 7)— 0 y, 
PLx, Y) 7 x, Bs, y) 7 x — Y. 
ER 3.32 ”5%(AW》 中 存在 8 样 条 的 充分 必要 条 件 是 
ku )D/2. 
并 且 可 以 通过 如 下 的 积分 递 推 关系 来 构造 局 部 支 集 样 条 . 
1) 如 果 Sb CA?) HEI BRER Ba,《x,y》 的 支 集 为 Tu, 并 
BH LT 一 《ol 2,777, a), ii 


yn e-ytzi 
> 


Bias) m do | ARET 
e—-yts 
BEC) Mm (^ du ido BiCu,v)dv 
Js e—zcy 
分 别 是 KIKAN) 中 以 TRTE ARRE EKD 
集 样 条 ,其 中 
ACTA) — (a +l, &, atl, 6 十 l,as, 8 十 1), 
ACTED — Cas m tl, a tl, 04, Hl, at 1). 


+i 
2) Bus = | BUG, y)de 是 SALIRA Tun 
& 
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为 支 集 的 8 样 条 ,其 中 
ATu) = tat 1, 0+ 1, 4,4 1, atl, 
S; t d, ati) 
证 明 ”由 于 


2 Baty), D B, (s, y) € SH AD. 
Ox Oy 


再 由 引 理 3.31 AZ MEER, 即 可 知道 上 述 结果 是 成 立 的 。 如 此 得 
到 的 局 部 支 集 样 条 序列 {Balss 3), Bie, y), Bins Y» 
s= 0,1,2，.…} 可 以 经 B(x,y》 而 得 到 ; B(x,9) 是 Kiala) 
RA T, 为 支 集 的 样 条 ,而 Baley) Bn y) 是 Sa) 
中 以 TP Ta 为 支 集 的 样 条 ,其 中 

ACT) = (s+ 1,5 1, sd- 1, stl, s 150-0), 

ACTU D= (6-2, s+1, s42, s 2,5 - 1,5 2), 

ACTE D= (1, s 2,54 2,5 9 01,5: 2, £47 2). 

口 

RREA 3.32, Z SAVNA > (35 十 1)12) 含有 B 样 
je. WBR B(x,y)€ STYCAT)C(S1(AU7):; k> (Gp tl) 
25,30 Box, Y) 一 了 wz，?)， 则 我 们 可 以 得 到 下 列 人 性 质 : 

命题 3.33 对 名 有， 太一 0,1;2:…， 如 果 


xri 
Baiona) m | Fass GM, 
yt! l 
By a nn 9) rad li Baa s du, 


rri 
B gorta ry) 一 l B aua a G6 — x + yu, 


则 Biot (32 是 SCAN 中 的 局 部 支 集 样 条 :这 里 
kek tkt k tks p= m th tk tk 
— max(&, ko k). 
命题 3.34 E Bou) Bí )€ SKAD), 如 命题 3.33， 
则 
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{8} 一 IB ono Bigs ters Bees Borse 
Bono t Boms (£070,1,2,:,& — 3s— 1) 
是 SAY), k>3s+1 的 一 组 基底 ; 
{B} 一 {B non rust» Besse sins B orti-ist19 
Bortian" ts Botintet? E= 2,3,:-,£— 35 — 0) 
是 SAY), AZ 3 十 3 中 的 一 组 基底 , 这 里 S1(AC) 是 
SCA 中 由 局 部 支 集 样 条 所 构成 的 子 空间 。 
证 明 {8} 的 线性 无 关 狂 可 由 它们 的 Fourier 变换 得 到 。 由 
第 2 章 中 的 维 数 公式 ,很 容易 证 明 S1CA") 的 维 数 恰 好 等 于 (5] 
中 元 素 的 个 数 ， 口 
命题 3.35 人 象 命题 3.33 那样 选择 B,Cx,y) 作 为 Busy), 
则 有 : 


2 b» Base t m, y t 0) = Qn, y)€ R, 


Marw 其 二 一 


和 
+e ; » 
Im Bíase( ts Y)dxdy — 1. 


证 明 Boo») 显然 具有 上 述 性 质 、 由 Bau m 
定义 ,可 知 这 些 性 质 是 成 立 的 . 口 
命题 3.36 Bional ry) 的 Fourier 变换 是 
F(Bí asa (x, Y), v) — ght ugit ought + v), 
这 里 g) — Ce" — 1)/ i. 


证 明 设 
1 xE{(—1,0), . 
MO l pubs 
则 i 
FCCN = eCO, 
E ; 
FCBx, y), v) = gGOsCOG t v). 
， 注 意 到 nS : 
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人 sepa = BC) H), 


设 BESAL) KARWA 33, HER i 个 息 腔 上 
的 表达 式 为 qii 1,2,-**,6, 其 中 


g(x,y) - mires yt 1», 
med us C aes 
g(x,y) 《1 »Xs 2 T L) 
sy) 一 《1 一 xa 一 ?十 i) 
qx) b LG 1», 
i 1535 bond 
gey) O+ + L), 
glay) a) t H Oat D, 
a(x y= (1— xr) 0D. 
命题 3.37 选 8B.(x;?) 作为 初始 样 条 ， 由 定理 3.32 的 积分 
SALA, TURS Balx, y). X Baly) 是 SEa CAL) 中 


唯一 的 最 小 支 集 了 样 条 ，: 一 0,1,2，…。 以 如 上 所 选 B(x,y) 
作 初 始 样 条 ， 按 定理 3.32 的 积分 递 推 关系 可 以 构造 Bia). 


a6 


Bia.»), Wü BS Cey), BO Æ SEICA) 中 的 B 样 
Æ, s= 0,1,2, 
只 须 利 用 Fourier 变换 ， 并 对 比 Box 样 条 即 可 知 本 命题 为 
真 。 
由 命题 3.37 e[ I, 适当 地 选择 了 始 初 的 样 条 函数 ， 则 可 通过 
积分 方法 而 得 到 8B 样 条 。 
32 SA D) 的 基底 
设 oD-—i(vXasr«b,c«ysd),h-—(b—a)m. 
= (d — c)/n, x; o + ib, yj—7 et il (70,1,2,---, m 
P-9,1,2,---,2), GERD 的 剖 分 AS 由 直线 
z= ziy m yila c wh — 0, 
i= 0,1,2,- m;] = 0,1,2,- 5,8 
组 成 。 对 每 个 非 负 整 数 a, 我 们 将 给 出 HARD) 的 基底 。 
定理 3.38 对 每 个 非 负 整数 1:2 0, Halah, D) 的 基底 为 
E" — {B {C — z)h — 2,0 — yO— 1), 
(x — ry YI -— y) - a 1", 
(Gc — xh t Cy — ID x (OG — »2/ 
[— x(a — xb - 6). — n — 3), 
i—]1,2,:,m— Sy nd V, 
r—]|—5m,2— n -,m— l,0 su c eS s, 
0scpgs3sc1) 
EU" — (BU — xD/h — 3,CQ. — y)/i — 15, 
Bg — z)h—1,( — $i)! — 1, 
(x 一 x — y0t£ ^, (y — yr — tnn, 
Cx — xD h +C — y HY X (c — (x — xi 
h+ (y — y» Df, (x — eO — »)1, 
ic—1,2,:--,m— hj 7 1,2,*--,n— l, 
r—1—5,2— m mae 1l, 
Ocudvs«scl,0mpca-gmà3:d43], 
这 里 Bulet), Bary) 和 BRC) 为 由 命题 3.37 所 定义 


ETC 


DEI - 
证 明 ”由 第 二 章 中 的 维 数 公 式 : 
dim SCA}, D) — (t) due 2a — D(t UR) 
E + dtGXm-— 1Xs-— 1, 
其 中 
Aa) 7 7 4 - a — lat D/(iO- 0D. 


(0 - DA — (nt Da c a—34(2— 0) [£4] 


可 知 E" 和 E"" 的 维 数 分 别 等 于 SUQCAU) 和 SECAS) 的 
维 数 。 所 以 我 们 只 须 证 明 B 和 EUT 都 是 线性 无 关 的 即 可 ， 此 
处 仅 证 EUM 是 线性 无 关 的 ， 

假设 有 af, aj, b jue? Cjues diuo? €»45 使 得 

eX [ato D 于 一 入 y-— 

$E apop (6222, 9522) 


Tra BE, (G= S 


—1 1—1 


imi jei 


+ >: b» biu, x 一 X. Fo T. yii ea 


OP 
t X Cink — yn; m rata 
«X o (epe aye ne 
pam 《一 为 pes 
b i 
+ 2) eG 7 — oto 0. (3.54) 


ETETEA 
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: 
jet 


rj? = ((x,y)ix; & x S xaQY; y syn 一 nd 
« Q — yt. 
rf? = (ny); SEX SEL ua Y Y «yao — x5 
s G — yh, 
i-0,1,::-,m— 1; 7 0,1,:**,0— l. 
如 果 (x,7)& rau, 〈3.54) 变 成 
BY es— ry oy — 0, 


8 «Pré rni 
从 而 
-(,0s«pcaqss3c3, 
We ruri us a-o ranas fiant * T aseo rius? 
从 (3.54) 可 逐次 推出 
d,,, 7 bramo 1l,m— 2,.2.,m— n;0 sut o m l, 
bins = 0,j = 1,2,40 ml; Rt v < 十 工 
再 设 (x,y JE T2819 A -EE E T 5 orinis Paat 
则 从 《3.547 可 逐次 推 得 
-—(,r-m-1s—l, m—n-—2,::-,10—4j 
Zute s” ti, 
= 0, i= 1,2, cm~ 1, 0 SKutrsithL 


i 
Cru 


Cins 
BT 
Bi) 一 "m Kus yMus 


BG) 一 | fs 
BO (x — x, /h — 1, O Yadi D 
Hn 
BE — ro Bol, Q — YN — V 
于 "中 ae- 上 线性 无 关 的 ,逐次 设 (x*,7)E A "-5a-is "S 


a 


‘1 u i$. at (5 . 
; tty fos» sacas m-as 777» Pos 


rin- Tm-1m-i» paio 
邵 可 以 (3.54) 依 次 推出 


. 179 * 


aj —252?-0,—1,2,*55, m—1; je 10,2,---, 5— 1H, 
从 而 E"UU 是 线性 无 关 的 。 
3.3 SAP) 中 局 部 支 集 样 条 的 存在 性 及 其 构造 
用 工 表示 如 图 3.4 所 示 的 八 边 形 , ACT) = (2, e), 这 里 


dz 一 2 


3.4 
a; ER ELE EB d EPEER IG) m 1,2,1,8. RRA 
引 理 3.39 如果 B(x,y)€ SCAD), 且 其 支 集 为 T, ACT)— 
(01,7 * * 43), yj 


Byi(x,y) = 全 B(u,y)u 


和 
B(x,y)— [ B(x,u)du 

属于 St+ AP), B. BKx,y) 和 Brzy) 的 支 集 为 T, 和 Ta H 
定义 为 

ACT) — Ca, aat l, a3, 8, Gs, agt l, a5, Go), 

ACT) = (G1, 2,, a, aa t l, as, Ges 05, G, + 1), 

引 理 3.40 如果 B(x,y)€ CAT), ER Xx R5 T, ACT) 一 
(0, *-*, 24), MU 

Bíx,y)- f : B(u,y — x + u)du 
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Byxyy) 一 [^ B(u,y + x — w)du 


属于 Sala) HE Bi(v, y), B.E SE 3 9029. Ta To 
这 里 

AQT,) = (a + l, a äs, 44, Gs l, ls 45, ag), 

A(T,) = (m, a,, a, 1, Gas a5, ag, G, F l, as). 

以 下 讨论 Saa) 中 的 局 部 支 集 样 条 的 存在 性 及 其 构造 . 当 
n=l, d = 二 2 时 ,已 知 在 SAU) 中 存在 8 样 条 .如 果 人 们 能 够 
在 SGAS) 中 找到 局 部 支 集 的 8B 样 条 , 0,1,:--, 则 可 以 通 
过 下 述 步 又 得 到 更 为 光滑 的 局 部 支 集 样 条 。 

i) 由 BCx,y)€ SCA 构造 BiP(x,y) € SICAP), j= 
1,2,3，B(x,y》 的 支 集 为 了 ， 

ACT) — (ai, Gz, 45, G4, ds, Asy 05, 09), 


并 且 
BMCx,7)— i BCs,y ds, 


十 上 
B?(x,y)-— | B(x,:)dt, 
, 
211 
BPC, y) 一 | B(s,9 + x — s)ds, 
jeti 
Bi(x,y)— | B(w, o +y — xdv 


y*1 pgitr—yti 
一 í af B(s,v)Ms, 


-py 9tz—y 
ri 

B?(x,y)-— | Bi?(»,v + y — x)dv 
s+) 


克 导 四 一 下 十 1 
D B(v,1)dt, 


st3s-r 


z+) 
B(x,y) — | Bv, v + y — x)de 


x sty-s:—iy1 
- x ty*l "i +y BOW 


"PP irty-aM2 
Bx, y), j= 1,2,3% sta?) 的 以 Tj?,Ti?, T? 为 
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支 集 的 所 有 局 部 支 集 样 条 ,其 中 
ACT®) = (Cas ot l, at l, 04, 245,2, 十 19 十 1,8), 
ACTI?) = (2,,2,,4, + l, aH 1, G, 45,8; 1,9: +1), 


ACT?) d (a, 十 l, a 十 1,4,,45; T 1,3,,0; 十 l,2,) 
ii) 由 Bi (Gr, y)e SRCA), i 一 1,2,3, 构 造 局 部 支 集 样 

E ` 
六 rz 一 1 


Bu, yv x — u)du 


Bi, y) 一】 
4— yir- "nd | y+ 
-全 du | B(s,v)ds 
ytx-u e—ii-z-) 
Bx, y) p Bj?(u,y + x — u)du 
Ta LP RSRÓ 
B(v,1)d:, 


iNT 六 


"m E ap do 
它们 的 支 集 分 别 为 Ts ，T 久 ,其 中 
ACT) — (atl, atl, atl, as atl, atl, 
[2 十 l, 43); 
ACT) = (a, tl, 2,508, 13, a tl, as t 1,04, 
atl, a.c 1). 
ii) 构造 
Bz | BüGoMs 
- [^ di I? du apt 
它 是 以 T. 为 支 集 的 NCAP) 中 的 局 部 支 集 样 条 ,其 中 
ACT) — Ca tl, atl, atl, atl, atl, 
atli, atl, at D, 
重复 以 上 过 程 , 便 可 得 到 SA2) 中 的 所 有 局 部 支 集 样 条 。 
定理 3.41 HA) 中 在 在 局 部 支 集 样 条 的 充分 必要 条 件 是 
ipti 
p“ 


借助 于 上 述 的 积分 递 推 方法 ， 即 可 得 到 44) 的 局 部 支 SERE 


B(v,1)d:i. 


k> 
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条 . 
以 下 给 出 人 (AB ,D) 的 基底 , 这 里 D m (90: a 8 0 
b, c<y <d}, ho (b—a)m, IT (4— ces, A9, 是 由 直 
f£ zmr matih, y= y m= cet jl tym tyt 7 
x o— yj = 0,1, mi je Îl, ttn 构成 马 的 剖 分 ， 容易 
证 明 
定理 3.42 GAS A) 的 基底 为 
pi" — (Bi — x8, Q — Y0/D, BW — z;)h, 
(7 — yD, Bx — s; h, (y 一 yD, 
(s — x,Y(y; — I Gm 5,2, m, 
jed4.2,5,2— M 0< 扫 :十 < 扫 大 十 1， (s, t) 
* (sua 5142)» - 1,2,3)5 — yx; 一 x At 
=l, 2,..……, m— l, Oscscris ks (x—x 
py — (Gr — xh — 301 — )) 
= 1,2, mt n— l, 0i TX SPHCLE 
+y — (y — 21 — (x — 2/5 — 9) Co 
—1—5,2—n,-::,m-l-t sst: 
«kt 0G — anO INO « pt 4k 0h 
SHAR, D) 的 基底 为 
pij e {BR C — xh, Q— yD, BR — x)/5, 
(y 一 y) (i = 1,2,:-*,mj —1,2,:**,9 — 1); 
(x — z,Y(Q,; — 0) 9G — 1,2,7 l, 
PAESTAZSMECGOLICTTY faa). 7 一 1,2); 
Cy — x YG; — xY8 UG = 05,2, ,m— l, 
0s Di r Hy yr — ih 
cQ — 30/0 — Yt (aom 1,2, m n — l, 
0s s-Frsk- d (x—xy—»Y—G 
— «Mh Cy — 21/0 — pytty =1— s, 2 
mmn em — len oogst Skt); 
y — 4G k — Q — IN 0) 
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— &—n,m-— nr 1,:,m-— 1, 0s scs 
sk Dr x) — y) x pq «Ak 5) 
SKAZ ,D) 的 基底 为 
pr" (Bau — rh, 7 一 四 7 一 12 
一 12 Oo 1); (x — xy; — yt 
= ],2, e,n — 1, 0 sce RE DOO - »x 
— zy (i -1,2,---,m— l0 x edm t 
«ka 1G 5 Gast; — y t y) 
— x )/h t Cy yl — n) PCs m 1,2, m 
c^-»s—1,0«scrkc-l15 (rr ty 
— rO — y — (x — xh wit 
—-1—5,2—5,:::,m—l—n, Üs scis 
+1); æ ety yy E hea O 
— yl - oh o — m— s,m— nt l,m 
—1, 0s s-Ersk- 1); (c — x)'(Q — y) C0 
s pcas«dkc o), 
此 处 Cas 5a), £e), r 7 1,2,3 满足 


a) i 1) 
Eben Zbei be 
Q 12) (2) 
det| 28e, zi, zie |7 9, 


zb. zhe, zies 
而 sj. 1,2,3, 可 由 下 式 求 得 


BRam Dey, Gu) € we 
0O&bte«hkel 


r = 1,2,3, 
并 且 CT 5s) = (d,, e,);r-1, 满足 


a? 


wise, Mire 
as (ro ou, 


a (p 
Wi, Wier 


而 weg, r=1,2 可 由 下 式 求 得 


a 
BT y» wx y, (x, Y)E wi ossis!" 
é«d*e«kl 


NE 


At ma —— ÀÀ VEN SE PL 


- r 


= ],2, 
剩 下 的 Css lu) = (g, A) 可 由 下 式 求 得 


Byn 一 b» y xt y RH, (x, y)€ mao 


o«gs5osk*l 


其 中 di * 0, 
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第 四 章 高 维 样 条 


前 几 章 我 们 对 多 元 样 条 做 了 整体 的 概述 并 侧重 讨论 了 二 元 样 
条 .本章 将 介绍 二 元 以 上 的 样 条 ， 简 称 高 维 样 条 ， 

熟知 二 元 样 条 的 研究 较 一 元 情况 远 为 困难 。 主 要 原因 是 维 数 
的 增加 导致 了 剖 分 的 复杂 人 性， 并 由 此 引起 了 样 条 空间 结构 的 奇异 
变化 ， 即 样 条 空间 的 维 数 依 赖 剖 分 的 几何 性 质 。 这 种 困难 同样 在 
在 于 高 维 样 条 的 研究 中 。 表 现 之 一 是 高 维 样 条 空间 奇异 结构 性 质 
的 画 有 人 狂 一 一 定义 在 同一 前 分 上 的 光滑 阶 数 固定 的 高 维 样 条 空间 
结构 的 奇异 性 不 会 缚 样 条 次 数 的 增加 而 消失 。 这 点 与 二 元 样 条 有 
明显 的 不 同 ， 研 究 高 维 样 条 的 另 一 个 难点 是 刻 划 其 光滑 福 的 关系 
更 为 复杂 、 能 下 找到 简洁 而 朋 显 的 关系 是 研究 高 维 样 条 的 关键 之 
一 、 本 章 将 介绍 的 多 元 样 条 研究 的 小 调 插值 法 正 是 在 这 方面 的 党 
试 。 这 种 方法 是 作者 之 一 在 !81] [82] 中 引进 的 。 在 理论 上 ,协调 
插值 法 与 光滑 余 因 子 纵 调 法 及 第 六 章 要 介绍 的 8 网 方法 是 等 价 的 
《限制 在 单纯 形 济 分 二 六 

本 章 的 内 容 主要 取材 于 [81] 中 的 工作 ， 我 们 将 介绍 协调 插值 
方法 的 一 般 理 论 上 太 其 在 研究 高 维 样 条 空间 的 维 数 、 高 维 样 条 一 点 
维 数 问题 .以 及 高 维 样 条 的 细 分 等 问题 中 的 应 用 ,最 后 还 将 介绍 求 
祥 条 函数 空间 维 数 的 参数 引 人 法 。 我 们 将 看 到 ， 用 该 方法 求 准 数 
不 必 同 时 求 出 基 函 数 ， 所 以 一 些 传统 方 靶 不 能 或 很 难 解 决 的 问 
其 ,都 可 以 用 该 方法 较 好 地 解决 。 


$1， 协 谓 播 值 法 


本 之 仍然 用 局 表示 Rt 中 的 区 域 ,如 无 特别 声明 ,D 为 多 面体 
区 域 ,D 上 的 单纯 形 剖 分 依然 记 为 A、 等 等 ， 与 二 元 情况 类 似 , 仿 
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中 所 有 包含 赔 一 单纯 形 o& A 的 单纯 形 所 生成 的 新 单纯 形 前 分 称 
为 o- 星 《 域 )， 记 为 St(). R” 中 的 过 = 内 一 点 wo 的 维 数 
dima > 1) 50 HI n— dime 维 超 平面 与 Sto) HRR 
39jGE Tw B8) o- E GR, 1029 Tsto)。 此 外 ,我 们 还 记 VQ) 为 0 
的 顶点 集合 ,并 引信 记 号 

Div)= J] Di.50» (41) 


weVione 


这 里 的 是 定义 在 R^ 中 单纯 形 前 分 A 上 的 样 条 , Poe fl 是 
限制 在 ec 上 的 多 项 式 ， 一般 地 ， 我 们 并 不 要 求 6 是 * 单纯 形 。 显 
Mun eco Co M Diu flou, (DIS Oen, 的 
T4. 为 方便 起 见 ， 记 SA) 代表 A 上 的 非 连续 k 次 样 条 空 
i. 
定义 4.1 设 顶点 ve A, Stw) 为 go- 星 。 了 是 和 上 的 大 次 样 
条 ,我 们 称 了 在 顶点 v 处 (a，&)- 协 请 (a « XD, n TR EB P 
Dinho) 一 Dost), 121 «e (4.2) 
确定 的 样 条 he S2CSQu)) RB = 单纯 形 o € So). 
$398 42 设 o, A, OE f WE 4t 所 述 , 则 了 在 5 点 
(a,u)- 协调 的 充 要 条 件 是 对 Sto) 中 任何 两 个 具有 # — 1 维 公 
共 面 的 # 单 纯 形 o; = le, 9], = 1,2, 如 下 条 件 成 立 
DieDie O) h E CoDo st C Dus) Dip C, 
i+ lAl seo, SiS A (4.3) 
其 中 
0— 0 »i Celw — v) o cv, — v). £s; 7 fl. 


(4.4) 

这 里 我 们 称 两 个 单纯 形 (不 必 维 数 相 同 ) 有 i 维 公共 看 是 指 其 交 为 
i E. 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 ， 我 们 只 证 明 充 分 性 ， 设 fo hl 

p €P, d 42). JE fe S (Suv). 事实 上 , 条 件 (4.3) 等 
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价 于 
D, Disp, (9) 一 DL sDb op (0),0 EIS pu ib IA] o. 
(45) 
在 (4.5) 中 取 i 一 0;, 则 不 难 证 得 
Puls = Pul. 
从 而 存在 PE P。, 使 得 
Pa, Po Pn, 
成 立 , 这 里 a, 一 0 £o 所 确定 的 # — 1 维 超 平面 。， 在 (4.5) 中 过 
续 取 i 一 1,.……,p, 并 重复 上 述 过 程 , 即 可 证 明 存 在 PE | a19 
使 得 
Pa, B, ps. 
这 就 证 明了 b, 与 p, 是 C^ 光滑 连接 的 ， 由 于 w 和 o 可 为 
StCv) 中 的 任何 两 个 具有 # 一 1 维 公 共 面 的 = 单纯 形 , 从 而 
fe SCqiv)). a 
显然 ,定义 在 空间 $71(5t(v)) LBgERVEIEPARÉR E 
X = {le iiL) m DL Al sa, o€Sqo)) 
是 其 对 个 空间 ($7"(St(v))* 的 基底 ， 一 般 地 ,我 们 有 
命题 43 若 基 中 的 元 素 满 足 (4.3) 式 ， 即 多 是 定义 在 使 (4.3) 
式 成 立 的 55《Stv)) 的 子 空间 3 上 , 则 
spanX = (5; (St(v))*. 
从 而 多 中 线性 无 关 的 元 素 的 个 数 
N? — dims” (StCo))， 
证 明 RRE 
S= S;(S1(0)), 
若 fe 5， 由 命题 4.2， 
fE S: (St(v)). 
即 
$c S; (St(v)). 
EmEReSLOQUO,BEOCRUH S 4.2, D FER CA.) A M 
im fes, BI 
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SCS EDES. 

证 毕 。 

在 以 启 的 论述 中 ,我 们 还 要 用 到 o- ROUES. toe 
从 是 一 个 i 单纯 形 G2 1), lo, v1CSt(v) 是 以 5 为 其 3n 
QJ i 十 荆 维 单纯 形 ,并 记 [os*p] 关于 5o 的 单位 内 法 向 量 为 es, 而 
VCE) — VONK C) 29 8 HUE o 的 所 有 不 属于 Co 的 顶点 集 
Â. 

定义 44 dEow Ri HA AE o AAA, R 
fe $14 A) CE w A) Ca, b, ks,0)- 协 调 , 如 果 对 和 任意 两 个 相 邻 的 
n 单纯 形 5; — L8, vil€ St(0),; 一 1;2, 下 面条 件 成 立 

D o, Diaw) =h D eoD, + es Du, ) DisfCur), 


IIT 
(4.6) 
EH e-e,0«i «pu, asi |A| so sk, 929 0, fn 3, RJ 
"8 — | 维 公 共 面 ,而 
DiDi Kw) = (p's, I Dig), eim flo» 
w € VG) 
i= 1,2, 
由 o 星 截 的 定义 , 关于 i 单纯 形 9 内 一 点 由 的 0 星 蕉 Ts(o) 
可 看 做 Re 一 中 的 双星。 从 而 与 命题 4.3 类 似 的 有 
命题 45 E Sr!(StCc)) 上 的 线性 泛 贰 集合 
X — [sos 用 一 DiefKa)， a < Al x 5,8€ StCo)) 
满足 (4.6) 式 ,这 里 5 是 Sa) 中 的 # 单 纯 形 ， 则 X 中 线性 无 关 的 
元 素 的 个 数 
Ni (a) 一 dimSiCTs(o)) — dim ,(Ts(o)), 
其 中 dimS2(Ts(5)) = dimsz(St(w)),dbgb Sw) 是 由 Ts(o) 
诱导 出 的 R*'CG = dime) 中 的 w- 星 。 Wh 6 087, EX 
dims? CTe(c)) = 0, 
命题 4.5 的 证 明 是 显然 的 。 我 们 只 需 往 意 到 
Nial) = Nia) — Nozio). 
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再 由 命题 4.3,Nis( o)—dimSz (St ww)), MERT dr 4.5. C1 
用 协调 插值 法 斌 充 多 元 样 条 ， 首 先 要 适当 地 给 出 一 些 播 值 条 
件 ,使 其 在 每 个 4 单纯 形 上 ,部 唯一 地 确定 一 个 次 数 与 样 条 次 数 相 
间 的 多 项 式 。 因 此 ,在 研究 不 次 产 阶 样 条 时 ,在 # 音 纯 形 上 ， 我 们 
需要 引信 适当 的 插值 条 件 。 若 无 特别 声明 ，D!,f(v) 和 Di.fQw) 
总 和 (4.1) 及 定义 4.4 AR. 
AFRIKA RP 为 例 说 明 协 调 插 值 方法 的 基本 思想 。 
设 四 面体 o CACR 中 的 单纯 形 训 分 )， 对 0 上 的 和 次 多 项 式 
j 引入 下 面 的 条 件 : 
i) 在 每 个 顶点 pe c 处 ,引信 


{Di,of 0) aregs (47) 
i) 对 o 8g4&j T eV RR 6p 2,WISLA 
{Dif W; anka bpzs*"ix&—658&—1, (4.8) 


其 中 ow, l1«k—65—1 是 e 的 不 同 内 点 ， 
a, = max{0,i + 8# + 1— k}; 
iii》 对 的 每 个 三 角形 面 2, Dielis 有 如 下 的 Bézier 形式 
DiG)- E has DE ririri, 


iiti mE -i MESS 
其 中 Cn to n) 是 x(e 5) 关于 8 的 型 积 省 标 。 不 妨 设 5 的 
顶点 是 wp 由。 由 Bézier 坐标 与 导数 的 关系 知 , 当 六 和 2g—i 
Bj bius, 由 条 件 i) 和 和 iim. 而 当 放送 夺 一 4g Hf, 5; usi, 可 
由 i》 中 的 值 确定 。 对 i;; 和 也 有 同样 的 结论 。 从 而 只 有 当 
isih 满足 
258 一 1 十 1<n d ásk—4auQ thithik i 

时 ， bi uus 才 需 借助 引 和 人 新 的 条 件 去 确定 、 设 满 足 上 式 的 i, hy 
4 共有 M(i,2) 组 ( 若 无 is hs i 满足 上 式 ， 则 令 MC.2)— 
0). 34 M(i2) > 1 时 ,引入 

{Di KW); 1*js MC, 25s, (4.9) 
其 中 w, 1 Sj MU d) 是 5 的 适当 内 点 ， 使 得 条 件 《〈4.7) 一 
(4.9) 可 共同 确定 Di,fl,, OSES n. 
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iv) Xo 自身 ;与 iu) ED, 94 4j 2 E Au Re a 
1,2,3,4)8, 
j= 2 bBi(r), A Cih, hs i h) 
中 的 ba 已 由 (4.7) 一 (4.9) 确 定 。 仅 当 
十 141 
时 , 才 需 对 5, 引信 新 的 条 件 . 记 满足 上 式 的 2 的 个 数 为 M(0,3). 
当 M(C0,3) 之 工时 , 引 和 人 l 
wd, 1&iS M(0, 3), (4.10) 
其 中 wi 1&i« M(0,3) 是 o 的 适当 内 点 。 
一 般 地 ,我 们 并 不 要 求 (4.7) 一 (4.10) 中 的 条 件 互补 独立 , 即 它 
们 可 以 是 线性 相关 的 条 件 。 但 我 们 要 求 它 们 是 相 容 的 ， 即 能 唯一 
地 确定 一 个 上 的 天 次 多 项 式 。 只 有 当 RIRS4d-d 时 ,《4.7) 一 
《4.10) 中 的 条 件 才 是 互相 独立 的 。 
引 人 和 人 上面 的 条 件 iiv) 后 ,我 们 有 
定理 4.6(181],[82]) 设 于 是 定义 在 R 中 单纯 形 部 分 A 上 
的 次 样 条 , 则 j SCA). 的 充 要 条 件 是 : 
D f 在 和 A 沪 每 个 顶点 处 都 是 (44x，&)- 协 调 的 . 
2) 设 边 eeEA，uwi 和 a, 如 (4.8) 中 所 述 ， 则 了 在 w; 点 处 
(aj, 2u, nu, e)- Ui, Ui x E — 6« — 1. 
3) 8€ ARA, MG,2) 与 w, 如 (4.9) 所 述 , 则 1 在 
w 点 处 (i, n. a RR, Ox: « jy， 这 里 M(i 一 1,2) 十 1 所 
7 MG, 2), M(—1, ?2) 二 0 及 MG, 2) zm 
定理 4.6 的 证 明 请 见 下 面 的 定理 4.6', 那里 我 们 的 证 明 是 针对 
一 般 的 R" 的 ， 定 理 4.6 的 证 明 也 可 参考 [81] 或 [821, 
以 上 的 讨论 ,完全 可 以 平行 地 用 于 R 中 的 单纯 形 A. 
XE ARS n 单纯 形 c, 我 们 考虑 下 而 的 条 件 : 
iy 在 每 个 顶点 pk o, 引 入 
{Df C0) utis (4.7) 
ii)” 对 9 的 每 个 边 ed 丰产 3，2" pp 十 2, 则 引入 
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{DA wt aarp x ie R—352775 —1, (48) 

其 中 w, 1«i«k—3:2*'4 一 1 是 * 的 不 同 内 点 ,而 
a; = max(0, i+ 2*4 + 1 — X). 

ii) 对 o 8944 - o 维 面 502<d<e 一 1), 当 MLld) 24 

时 , 引 人 

{D} Cwi); 1«& j & MIAL, DYuit-*-,., (4.9) 
其 中 w, 1«;« Mid) 为 3 的 适当 内 点 ,使 得 对 任何 的 4， 
[A| & 2* *" s, (UE (4.9) 及 在 8 面 上 所 引 人 的 条 件 下 共同 确定 
Di4i|,. MRE 6 面 上 引入 的 条 件 已 可 确定 D5,sf1;, 则 定义 

M(I1ÀAI, d) = 0, 
ivy 对 ac 自身 ,引入 条 件 
Kw), 1 i M(0, n), (4.10)' 

使 得 (4.10) 及 在 o 面 上 所 引入 的 条 件 一 起 ， 可 唯一 的 确定 一 个 定 
义 在 o 上 的 不 次 多 项 式 。 

关于 M(i,d), 显 然 有 有 MM(i 十 1，4d) > M(i，4d)， 这 是 因为 
E d 单纯 形 的 每 个 4 一 1 维 面 2 ED» Dif 1,,0e ie 27 *— 
i4| 都 是 已 知 的 。 从 而 要 在 a 的 内 部 给 出 的 条 件 《连同 边界 条 件 》 
要 确定 的 是 一 A — (4 + 1027 "s — 141-1) — &— (4— 
1)2* tu 十 4 一 4 一 1 次 4 元 多 项 式 , 从 而 MCIAI, 4) MEIA] 
的 增加 而 增加 。 

与 定理 4.6 平行 地 ,我 们 有 

X39 4.06*5 设 f 是 定义 在 Rt 中 单纯 形 剖 分 A 上 的 次 样 
条 , 则 FESSA) 的 充 要 条 件 是 

D 在 A 中 每 个 顶点 处 , Æ OU. «BE; 

2) 对 A 中 的 每 个 边 e， 若 w, 及 a; 如 条 件 u) hR, DU] 
1 在 w, Rb (aj, 2*75, n, e) 协调 ，1< 委 天 一 了 3 了 29 下 
—1; 

3) 对 和 中 的 4 单纯 形 5(2« d & a— 1),w, fü MCIAI,2) 
in 证 7 中 所 述 、 则 当 MIA], d) Z1 时 , f 在 wiCMCIAI — b, 
d) r«is« MCA, 4)) KAGAL, 27475, n, 5)- UR. 
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证 明 设 fesa) 满足 1),2) 和 3)， c m lo, vj i 
1, 2 是 两 个 具有 # 一 1 维 公共 面 P 的 7 单纯 形 ， 设 p; fly. m 
条 件 YYA VAIRE, 对 任何 o, o, 的 4d 维 公共 面 8 及 
A, [A] & 277" 4, Di,,p,la 由 相应 的 条 件 (4.7》,(4.8》 和 (4.9》 
唯一 确定 。 又 若 f 满足 条 件 1),2) 和 3)， 对 4 用 数学 归纳 法 不 难 
证 明 
D; Di, pl, 一 D, D5, ils, (4.11) 
其 中 SiS a, [AL 27415, 879 n 单纯 形 v; — De, 
vl, i 一 1，2 的 4 维 公 共 面 ，e; 是 [0, n) 关于 5 的 单位 法 向 
量 。 
事实 上 , 当 4 一 0 时 , 即 5 为 一 个 顶点 时 ，(4.11) 可 由 1) 立 即 
得 出 。 现 设 (4.11) 当 4 一 a—2 时 成 立 , 则 当 d 一 了 十 工时 ， 
由 归纳 法 假设 ， 
Di, Di, fils, -= D, Di fils, 
对 任何 A, 0s isa, iH LAL 2777995, X 6 mig o, 40 
成 立 。 另 一 方面 ,由 3) 知 1 在 点 w, 1r MG o 1A|,4) 处 
都 是 GIA. 2*77?75,.,4,0)-V RS. PEBICAOO 
Di, D}, P(w) = D, Dip Pw), bL«:« MG 1A,4). 
H w, 1S:<S MG lAl, d) 的 取 法 ， 易 知 当 了 一 了 十 1 时 ， 
《4.11) 也 成 立 ， 
特别 地 , 当 4 = # 一 1 时,(4.11) 成 立 。 从 而 
fE €C"(o, Uo) 更 进一步 地 有 ,Fe 路 (A)。 这 就 证 明了 定理 4.6 的 
充分 性 ， 
反之 , 若 fe KA WEE PE Prao 0563. 
P P= pr", (4.12) 
其 中 上 是 由 和 和 o, 的 * 一 1 维 公 共 面 ?确定 的 超 平面 方程 .所 
VERE PEEL 
D, Dif; = DD, pl, — DL Di, Dl» 
= (cp + D cve, ) ts 


pt&Vio 
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Kite, o € o, 由 (4.6) 式 给 出 .从 而 不 难 证 明 # 满足 15,2) 03). DO 
用 协调 插值 法 研究 多 元 样 条 ， 插 值 条 件 的 引入 可 以 有 多 种 方 
Æ, D—iv) CORB] 这 一 7 只 不 过 是 其 中 的 一 种 。 具体 用 
什么 条 件 ， 主 要 取决 于 样 条 的 次 数 , 剖 分 等 因素 ， 下 文中 ,我 们 将 
举 出 一 些 实例 来 说 明 这 一 点 。 
例如 考虑 定义 站 A《( 在 R* 中 ) 上 的 样 条 空间 SCA) ap 
引 人 如 下 条 件 
{D} o ULA] « 1, e€ St(v)} eas (4.13) 
其 中 0o 为 4 单纯 形 。 
X3 477 iE fe 82(A), 则 £e SKA) 的 充 要 条 件 是 
i) 在 每 个 顶点 ve AXE, C413) ECL DHHS; 
ii) HARRERA e= [v,wl, 《4.13) 中 的 条 件 满足 
2f(v) 十 D, f(v)  2f(w9) + Doj w). (4.14) 
如 果 记 关于 和 的 所 有 形 如 (4.14) 的 方程 组 为 4Y 一 0, 则 
dim3i(A) = (s + 1)N — ran&(C AD, (4.15) 


这 里 六 是 A 中 所 含 顶点 个 数 。 
证 明 ”我 们 先 证 1 和 di). BEA 4.6, 若 jf& SKA) WI f 在 
A 的 每 个 顶点 处 都 (1,1)- 协 调 , 即 门 成 立 ， 又 f 在 入 的 每 条 网 线 
“一 [Vv，w1 上 都 荐 二 次 (一 元 的 ) 多 项 式 , 设 为 
f(x) = Koj? + ar(1— 7) t Kwi c, 
Huh ox-—:vec(1—:)w. Hii Xu 
o = 2j(0) 十 D, ,p(v) = 2p(w) 十 D, ,p(w), 
BICa. 14) 3r. 
反之 , 若 (4.13) 满 足 ii)， 则 不 难看 出 条 件 (4.13) 在 A 中 的 每 个 
# 单纯 形 上 ， 都 唯一 地 确定 了 一 个 二 次 多 项 式 、 设 oj 一 [8,0], 
i 12, 具有 ?一 1 维 公共 面 8, 而 Po i 一 1, 2， 是 分 别 定义 在 
0; 的 二 次 多 项 式 ， 若 (4.13) 满 足 条 件 D 由 (4.5) 式 不 难 证 明 p, 与 
£ 之 间 是 光滑 连接 的 , 即 fe Co Uo). AmaE fe SKA)。 另 
外 ， 我 们 只 需 注 意 到 了 的 分 量 个 数 为 《2a 十 1 )N、 就 可 证 明定 至 
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4.7 的 后 半 部 分 . n 

由 (4.15) 立 即 得 到 下 面 的 有 趣 推论 。 

推论 4.809 若 前 分 A 与 A， 含 有 相册 的 顶点 和 边 , 则 

dimSKA) = dimSi(A,). 
在 推论 4.8 rh, A, 中 的 顶点 及 内 边 ,并 不 一 定 是 A 的 内 顶点 及 内 
边 , 反 之 亦 然 ， 例 如 著名 的 Morgan-Scott H Ans KERER 
三 角形 去 掉 后 的 部 分 记 为 AQUA dimS(A,.) 一 dim5Si(A,,). 
显而易见 ,在 A. 中 ， 其 中 间 三 角形 的 顶点 及 边 都 是 内 部 的 。 而 
在 A, 中 ,它们 都 是 边界 顶点 及 界 边 ， 

-人们 对 Morgan-Scott 遍 分 在 二 维 情况 研究 的 较 多 。 在 高 维 
情况 下 的 Morgan-Scott 剖 分 研究 较 少 。P. Alfcid 借助 大 型 计 
算 机 ， 曾 就 一 些 特 殊 的 三 维 中 的 Morgan-Scott 剖 分 作 了 一 些 研 
究 ， 给 出 定义 共 上 的 样 条 空间 的 维 数 。 下 面 我 们 将 研究 Rt 中 的 
Morgan-Scott 剖 分 。 设 om [0,,:*:-,9,4] 是 一 个 4 单纯 形 ,在 
其 内 部 选取 = 十 1 点 €... Wao 使 得 o; 与 w, 分 别 位 于 由 
点 dwp ea) 确定 的 一 1 维 超 平面 的 两 出。 连接 w, w, 
lei jensad d E Va W, l&igsol,s; ERW 
分 称 为 Morgan-Scott H), A... 

定理 4.980 没 A, 为 R* 中 的 Morgan-Scott HHS, a, 
0, W ls i nr 1 2nBUPLR,3EUE w, 关 症 0 的 重心 坐标 为 
(TEE isnt) o TU] 

(a+ Da 2) < dims Am) 


«Go 1)(#-t 2) 1, 


且 上 式 右 端 等 号 成 立 的 充 讲 条件 是 
Giz Tisk Yksi 
Gii Oik Ch, m 
对 所 有 不 同 的 1emi,j. kat 1 都 成 立 。 
证 明 设 fE SAn) 满足 
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p= (B42) 0, i jm 2 tl 049 


iC. 16)9] REN f£ B dde o Dn ESSO SE, 从 而 


Kv) = $ KoD) 一 … 一 ð (v)-—0,1«is«n- t. 
Ox, Ox, 
由 定理 42,43 
fw) + D, wf m.m iP PEEL, (4.17) 
及 
2í(w,) T Ds, em fw.) - 2í(w;) T D. e lC wi, 
]eisisenoi. (4.18) 
又 由 重心 坐标 的 定义 ,有 
w; 一 w, m 5 Av — W; 
k-1 
- 23 aja (Ua — Wi) 十 aj Vi — W) 
kæt ki 
- 2 ej (9. 一 w;) 
kakas 
— “ii PE ai, (04 一 W,). 
Disi kag ki 
上 面 最 后 一 步 用 到 了 关系 式 
2 a4 (0) — Wi) = 9. 
kai 
从 而 利用 (4.17) 不 难得 到 
Daj-w iW) xm p? ja De, PC 
s "LITE 


一 hi 5 oj Do, wif;) 


Qj &ei.kwi 


-—21— 2j, CW) +2 Ti (| — aaf) 
os 
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-2 (= 一 1) fw). 


isi 


由 此 推出 (4.18) 等 价 于 


2 fiw) 一 M fWwj,r«iscisstl1. (419) 
is fsi 


若 f 还 满足 w) 一 0, 则 由 (4.17) 及 (4.19) 易 得 了 兰 0。 注意 到 
(4.16) 中 的 条 件数 为 z (n 十 1)(n 十 2), 这 意味 着 
dimSKA。) < 二 Ce 4 Xs 2) L 
另 一 方面 ,显然 有 
dims Am) > dimP; 一 na + DC + 2) 


(4.20) 
这 就 完成 了 定理 4.9 不 等 式 部 分 的 证 明 。 


又 由 (4.19》% 对 任何 不 同 的 iik 8083 


Wizi iaj 

Cin K ;) jj K i)s 
Oksi Gi 

— (w) — — f(w 
aj KC j P D 
isk 
OR 


Kw) = za (w). 
为 使 fw), e 和 Ke 非 零 , 必 有 


Kirili i 


Airi bi 


反之 ， 若 上 式 对 任何 不 同 的 i, js k 成 立 ， 取 Kw) 一 n, 


Hw) |m El wo 2 i m 1, 


9 


易 验 证 如 上 所 到 的 f), 


1 外 ;< 委 十 上 满足 (4.19)。 从 而 可 唯一 确定 一 个 以 为 支 集 的 
JE SAe)， 即 Slan) 合 有 非 多 项 式 元 素 , 于 是 


*197* 


dims (An) 2» no + Do 2) 4- 1, 


再 注意 到 (4.20) 式 ,定理 4.9 (Bi. 口 
在 定理 4.9 中 , 令 4 一 2, 则 有 
Hit Aloe 设 An 是 R 中 的 Morgan-Scott &j4Y , Ut] 
6 «i dims An) « 7, 
且 
dimSi(A,,) — 7 
的 充 要 条 件 是 由 点 o, 和 w, i 一 1,2,3 确定 的 三 条 直线 是 共 点 
的 ， S M 
显然 ， 我 们 只 需 证 明 推 论 的 后 半 部 分 。 设 连接 v, 和 w, 的 
EAS Du vel 交 于 点 gy，i 一 1,2,3, 这 里 的 v 的 下 标 


是 模 3 的 。 则 uw 的 面积 坐标 分 别 为 Q — 9 verum 


I= PH ] — tis d 
921... 935... os ,一 ca 一 
(: ee 2) 和 (2 E pest D 如 果 连 接 两 点 
v 和 区 的 线段 长 度 记 为 ow, WA | 
Piti | Dlh | Vath E AE Og 
Wb Wits nat Cl Ors Mha 
俯 而 由 西京 CCeva ) 定 理 , 立 即 可 证 推论 4.10, 口 
值得 一 提 的 是 ， 对 R 中 的 AL dum, dims(AQ)-—7 的 
SA pda e MC DAE 


如 果 osm3,dimsl(AQ)-—— y ])m 十 2) 十 工 并 不 能 


保证 由 v 和 wy. DX «onc 1 所 确定 的 + 十 1 条 直线 是 共 点 
和 的。 但 是 反 过 来 有 

XE 41159 设 A. 是 R* 中 的 Morgan-Scott 剂 分 , 且 由 
v, 和 w, 所 i 所 ntl 所 确定 的 十 1 条 直线 是 共 点 的 , 则 有 
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dimSi(A,,) 一 Lock Xs o 2) -- 4. 


"t 
WS 设 "一 2 mv; ERR # 十 1 条 线 的 公共 交点 , 并 记 


uU —v;— 5(0—9), IE is nc dl, n2 D, 
仍 设 w: BUHODARBRAS linssiin MA 
fig, i=j, 
eu; T | s z 
na ti-i, imj. 
当 ;为 大 互 不 相同 时 ,由 上 式 立 即 得 到 
Gi hk Oss iO t dp t fadi 
iy i CR tjai * do, t tO 
由 定理 4.9, 本 定理 得 证 。 o 
这 里 我 们 用 协调 插值 法 解决 R^ 中 Morgan-Scott 分 A,, 上 
SAn 的 空间 奇异 性 问题 。 对 A。， 上 的 一 般 空间 Sil Am) 来 
说 ,其 奇异 性 问题 还 有 竺 解决 ， 
我 们 再 举 两 个 例子 说 明 协 调 插值 方法 的 应 用 ， 
$44.2?? 用 协调 插值 污 证 明 第 二 章 中 的 定理 2.38. 沿用 关 
于 该 定理 的 记号 ， 并 假设 构成 图 2.16 的 水 平和 竖 直 网 线 分 别 是 
x— c4,70,x—5x;—0,x—2z;4,70, x—x;,70XÀR y— 
ya 9, y —59;—0, y Yin 709, y Yin 7 0, EIS 
i€& mi, —1sjisn-l. 
dd S- Ba 29 SCAZLO 中 以 图 2.16 为 支 集 的 函数 ,由 定理 
4.7《 分 别 对 Cx;， YD. Gus VDR Vido Goa, 90H C414) 
3,8 


Sxi Yi) — hiD,S(x;, yi) = 0, 
S(x;, Yi) 一 &;D,SCx;, yj) 一 0。 
REA 
Slains YD 十 hinD Stin Yi) 7 0, 
Krims V) 一 RiDS en yi) 7 0, 
SCxzih Yia) 十 hrDeSCritis Yin) 7 0, 
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S(xia, Yis) + KitaDy Sxins Yin) 7 0, 

SCx;, Yin) — hiD,S(x;, yi) — 0, 

SCx;, Jin) 十 kia D,SCx;, Yin) =), 
再 对 点 (x. 2) A (xn, V) Gua, yi) PG rie, Guias 
PDPA (xis Yi) Gri, Yin) 和 Qs, y;》 分 别 用 (4.14) 式 ， 并 
记 an 07 SCx,，y,), 同 时 用 上 面 的 关系 式 ,得 


hin hiyi 
aig —— an; — airi t Hay, 


i it 


kin LER 
Gini T XP aiu ™ Supe d ZI Suus, 
ki kiaz 


biu hin 
Bija 十 77 Gn 77 Gni 十 ya its 
i*à 9 


(doin + m 9,j41 T 95j * zs LITT 
特别 取 


8j, T € "d cr x Li 
hit hin ky tki 

则 不 难 验证 

tioi 77 AiuBj, Gini 一 AinBiny Gija S AiBiree 
由 此 不 难 重 新 得 到 图 2.16 中 的 全 部 信息 ， 这 就 再 次 证 明了 结论 
(3), 结论 (b) 就 不 难 验证 了 。 下 面 证 明 结 论 (c) 和 (d). 

设 常数 Cj， 一 上 声 if 志 ;十 1， 一 1 所 1 二 8# 十 1， 使 得 当 
(5,52€ Q W BA 


mel "ti 


S(x,y) = >， >， C B, (x,y) = 0, 


ERA, yo Sr Smt Oscrsen-b l1, 只 位 于 Bens 
Bemis Byw-; 和 Boii 的 支 集 内 部 ， 并 同时 注意 前 面 讨论 中 
Biy 在 (x,，y;) 处 的 值 与 其 偏 导数 的 关系 , 即 可 由 

Sx X, = D,S(z,, y) = D,S(x,, y,) 0, 
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CroiB; + Cond B, + Conid B, + CA,B, 0, 
—C, as aha B; — C, bead; B, + Crnih, A,B, 
十 C, A, AB, = 0, 
—C, iln AE Bi EC ue A B, — Cus dne B 
+ C 4, AB, ~ 0, 
经 过 简单 的 计算 ,上 面 的 方程 组 等 价 于 
C,, = (IY haka Or mod, 0sciec nd l, 
Eh coo AERE EE. HER, TRXEUEBBfáieC(c)mIDBYL. 
$8413. 5(CAZ2L) 中 的 最 小 支 集 及 第 二 章 定理 2.37 的 证 朋 ， 

如 前 所 述 , 当 AL 是 一 致 剖 分 或 其 水 平 及 竖 直 网 线 间 的 距离 
成 比例 时 、 其 最 小 支 集 已 分 别 由 Fredrickson 及 Chui-Wang 得 
到 .对 一 般 的 1- 型 剖 分 而 言 , 作 者 之 一 得 到 了 如 下 结果 cn: 

图 411. Bd 4.2 和 图 4.3 中 任意 去 掉 四 边 形 ABCD, CEFG, 
4BCD 和 “EEC 之 一 都 是 空间 SCAZ.) 的 最 小 支 集 ， 测 
且 一 般 来 说 ,最 小 支 集 样 条 函数 不 一 定 在 其 支 集 的 内 部 非 负 。 

为 证 该 结论 , 需 证 直面 几 个 引 理 。 

引 理 4.14 如果 定 义 在 图 4.4 上 的 三 次 样 条 SEE 


Pons) = dimus 十 > 


(Pupsf Ah) + G — ADJ - 
Pos (0) 一 dus iii, + 5 
ith 


(SX AD + G — 2:0KCAD at 


其 中 Slasasap 一 Pais lasasAa = Poms C61) PI GR, 
4. m) 分别 是 点 w 关于 lA, 4, A] MA, A, AO RUE 
DER, B 一 {1,3,4}, 并 且 在 四 个 顶点 处 有 相同 的 函数 利和 一 阶 
偏 导数 值 , 则 当 且 仅 当 

duis 十 diy, 一 2C Df CAO 二 D,,4104,) + 3640 十 3íC042) 
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时 ， $ 是 光滑 的 ,这 里 Dj 一 Dj a). 


图 4.2 
证 明 显然 S$ 是 连续 的 , 设 A 是 [41,，41 的 中 点 ,经 直接 计 


算得 ; 
DSA) 一 4 dos 4 A (D,,5CAQ + DuSCA)) 


一 T (Dis SCA) + 35(AD); 
DASCA) 一 F dinn + t (Dmu SCA) + DjSCÀ) 
一 一 (D44SCA + 35CA). 
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图 4.4 


又 因为 A,— A — (A — A) ik S OG DERART HE \ 
D,,5CA) 十 DoS(CA) 一 0， 


即 
dias $ diny = Dn SA) + Dn SCA) + 38A) 
+ 35(A,)), 口 
引 理 4.15 (如 图 4.5) ”记号 和 条 件 与 引 理 4.14 中 的 相同 ， 则 
$ 光 谓 的 充 要 条 件 是 
bd 十 bid 一 EAD SCA) + 35CA,)) 
F ADS CA) + 356A0)0], 


iz 


A, 


A, EC 
Lt E 
ET Az Az 
B 45 4.6 


其 中 h = jA All. 如一 lA — Al. 
引 理 4.16( 如 图 4.6) — ij E fü FEEDS 53 E t fee , W s 光滑 的 
充 要 条 件 是 
fidis 十 idus m 2 Da SCA) + ISCA) 
+ 2R(DU4SCA,) 十 35(A0), 
其 中 4 = |A — Al, & — jA — Al. 
不 失 一 般 性 , 仅 以 图 4.1( 记 为 了 D) 为 例证 明 我 们 的 结论 ，。 
设 r Ra m ho nmh, SiS A F ia m Roy 
0, 1&i« 3, HRA w y 的 函数 值 和 一 阶 偏 导 数值 fx， 
y), fs Yi. AEF yj) 分 别 记 作 Sii, Puis Gpl SiS 3, 
1&:€«2, [4r ôD 上 的 函数 值 和 法 微 商 值 都 等 于 零 。 假 
定 在 区 域 D 上 的 每 个 三 角形 上 都 有 如 引 理 4.14 中 的 表达 式 , 则 由 
引 理 4.14 一 引 理 4.16， 如 此 定义 的 分 片 三 次 多 项 式 光滑 连接 的 充 
要 条 件 是 
3a 一 hb 7 Riin m 0, 
dis = 203844 — fei, 
dins T 2 305 — Abm iei, 
dins = 2(3a14 — hens 
dinn 7 2(32,4, — hb, 一 hen. 


Basn 一 Rica = 0, 
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tM —À r e 


3a, 十 hb, = Ò, 

dy; = 2(3a, 十 Fb 十 6n, 

dinn = 23a; + kibi), 

3a, 十 hiba F kiei 0, 

dij, 7^ 2 303 F 465), 

dy, 77 2(3a)5 十 hib 十 kitin)» 

dy; 7^ 2(3a.,, 十 e291), 

dinn 77 ain 十 hrb 十 eias 

3ay; + loy; 一 

3a,; 一 hb, = 0, 

d, — 2(36,, — hib — Aes 

d, Z 23a — Ab), 

idus 十 hd m 2082, 十 bici) 
Tha, 一 bc:)), 

dimi E dai = Bain + Aba T Aca 3989 
一 hib — kiem), 

dt 十 Ads = 20k, (323, 一 hban) 
十 AGa,, 十 hb), 

下 da 十 kido = AGa 十 hb) 
二 C3802 一 hiba) )s 

大 do 十 Ads 一 20652, 十 ibi) 
^aa 一 Mba) 

hiding + hiding m 106 G054; — he) 
十 hasa 十 Res), 

dij, F doas; = 2€384; b Ab, F Ritin 34 
— hb, 一 Ac): _ 

kidaan 十 Kad — 20824; 一 bbs) 
Ta, 十 hb). 

hidis + hidi 一 208a, 十 kicn) 
十 hlag 一 h0)))1 


*205* 


其 中 dns 是 在 以 Gj), Gb 1,0, Go bj 十 D 为 顶点 的 三 
角形 .上 表达 式 中 混合 项 的 系数 ,而 与 dimn 相关 的 顶点 则 是 (oj 
G, jt D, GE 1,7 D. HW diis 消去 ,得 

3e, 一 hb, — Ric 7 0, 

3644, — hribin 一 Aes — Ibis m D, 

Bera — kici Sb m 0, 

Basa — Ricss = 0, 

3as, 十 5,5, 7 0, 

3855 十 hbar 一 Kc, 77 0, 

36,; 十 hb; Ros = 0, 

30,5 十 hb; t kit S; ™ 0, 

3a; 十 kic 一 hb 0, 

3a; 十 kici 一 0， 

3a, — hb, 7 0, 

Rew t ees ™ 0, 

hi hb + ea) 十 Apes 十 eiu) 

— (hb 十 beu) 7 9, 
Ri Cb. 十 kica) 十 BUM S, 十 kics) 
— Chiba H hes) 77 0, 
3(a,4 十 oo 一 ao 一 064) 一 kh * hb 一 h. k: 
ki hy 


* 44 一 fabu 一 kici + bu 十 hien =j, 


342, 十 gz 一 041: 一 43.) 十 e * hib 十 i * A66 
3 4 


十 hiban E Riti 一 hbi 一 kies ™ 0, 


h; k h; 
8s. + hb, 一 之 hb 一。 
hs hen 3025 k 3 14 h k Cin 
+Å e habss 十 kien — mbin — kiem = 0. 
$ 


由 .上 面 方程 组 的 前 12 个 方程 不 难得 到 ; 
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ĉin 7 77 4,7 015 


3 
bu 一 h 9155 


3k 


2 
T ins 


kik; 


€ 7 3a / kis 
b = —3$aulha, 
C32 7 —Óha Rt kss 
bia 一 — 3C kanl ki — 8,59] his 
by = 3C kitan ki 一 01121 hs 
€ 一 3an 一 hsf A) kis 
cin 7 3C haini hi 一 9,5) kz» 
bu, = 3an 一 asl hi 一 kaasad ki) f hss 
bin — 3(2,, — htsa] bs 一 kiail ki) / ire 
将 它们 代 人 后 五 个 方程 中 ,得 
Pain + (PN — 41! M; — PLE 4:08, 一 93 222 
— PilNay, + Pi’ am 一 0， 
一 户 9iau 十 PNG 十 4, (M; — PIN+ Pr 
— qty — P1503 = D, 
—p4ia,, 十 《一 1 十 Mi — di! Pi) an 一 qi 
Ck) + (1+ qas t Ops! c pidas 7 Pi'ay; — 0, 
— Pran + (Pi Pii Dass C) 十 d 一 61s 
十 《一 1 十 M.— 4 * Pina — (1 Pia 0, 
—(£ qiia t Cer! t 和 PN — BN 十 各 
— pid Da, 十 Pilitin dau + (74M; t M, 
TOpSN N+ ges — (1 * 4dipi')a, = O, 
其 中 p—huh.i-—1,2,3;4 — Kalk, i= 1, 2; Mi^ 


ĉin 一 


h; . k 
itl jw ] 2; N = .——, 
DL "e hh 
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特别 地 , 取 aum am 一 ax 一 0， 为 使 二 面 的 方程 组 有 非 零 
解 ， 必 有 对 , = N d. 这 就 证 明了 第 二 章 中 的 相应 结果 。 些 时 
有 
全 = pqüy, 
04, 7 dO, 
将 它们 代 人 前 面 的 方程 组 , 则 可 求 得 在 点 (1,1), 0,2) 0, 2) 8808 
导数 值 ( 用 an 表示 ), 这 正 是 已 有 的 结果 - 
如 果 取 h= l, he3, heh, 而 一 2， h 72, kei, 
k 一 3, 则 方程 组 (*) 变 为 
4X 一 0， 
其 中 X = (nas Guns inis ims din dà), 
10 4 


3 0 一 一 —2 1 
3 3 
-8 3 2 0 0 一 ? 
3 9 
A 6 m —1 了 了 EJ A 
4 3 2 4 
nude die up mL 
3 9 3 3 
28 n 8 4 , uH 
3 9 3 3 3 
解 上 面 的 方程 组 ,得 


7 
4 T 07 415 


3 


55 3 9€, 


2s e 
222 2 125 


5 


83) 7 —7, Vis 
05 m 0, 
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由 于 «s; 是 所 求 局 部 支 集 样 条 函数 在 (六 点 的 函数 值 , 而 ae 一 
- $5 ilii 1, 473,5 —74,5 —2, 4 72, 7 5, 


名 二 3 时 , 样 条 空间 SA%') 在 支 集 忆 上 存在 且 仅 存 在 一 个 线性 无 
关 的 局 部 支 集 样 条 函数 , 而 且 它 不 是 非 负 样 条 函数 ， 而 方程 组 (*) 
说 明 在 任何 情况 下 ,空间 SSCAD.) r3, 至 少 存在 一 个 以 区 域 也 为 
支 集 的 样 条 函数 ,从 而 区 域 六 是 最 小 局 部 支 集 。 


$2. 高 维 样 条 空间 的 维 数 


在 上 一 节 , 我 们 介绍 了 研究 多 元 样 条 的 协调 揪 信 方法 ,并 将 该 
方法 用 于 研究 Morgan-Scott 部 分 等 问题 ,完全 弄 清 了 SC Ans) hI 
空间 结构 , 本 节 将 继续 用 该 方法 研究 样 条 空间 的 维 数 。 

关于 RO 中 的 任意 三 角 训 分 A， 如 前 所 述 ， 当 不 完 4pg 十 1 
时 ，dim5SiCA》 分 别 由 王仁 宏 、 声 旭光 和 Alfeld-Schumaker"? 
独立 得 到 ， 对 R 中 的 单纯 形 剖 分 人, 施 锡 泉 、 王 仁 宏 "得 到 了 如 
下 结果 。 

定理 4.17 设 和 是 B 中 的 任意 单纯 形 剖 分 , 且 尺 之 8p 十 1， 
则 

dims CA) 一 > dimSi(Sw)) 


p €Vta,D) 


+ 5, k~ 6a — Ddimss CIsCe)) 


PETIZ 
a SC dims? CTsCO1 

£D 
+S) 
- x; )jrca. 2» 


«10 O 
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这 里 及 以 后 章节 中 , VCA, 站 代表 入 中 所 有 i 单纯 形 的 集合 、 
aA) ARAUTE 

定理 4.17 是 下 面 定理 4.18 当 # 二 3 了 时 的 特殊 情况 ， me 
将 在 后 面 给 出 。 

定理 418'? 设 入 是 R* — V(A, 站 是 A 中 i 
单纯 形 的 集合 。 MGi， 门 如 定理 46 所 述 , 则 当 k 2 2" 十 1 时， 
有 
dimSt(A) 一 M dimS?-t,(St(v)) 


oetV ia. 


+ > [IR—3-*2*74 — DdimSt-CEsCe)) 
ER 上 AID) 


ig- 


— | dins; (Ts(e))] 


jet 


+ X [MOr adins- (To)) 
dm2 s€Via.d) 


2 


- M (MG+1,4)—M(G,d))dimS;(Tse))] 
E MO nC VA n), 
其 中 MG, D 由 下 徊 的 引 理 给 出 ， 
引 理 4.19 34 koati B]. $ MOI) m &— 2*8 — 
TNT 


usen 


2 2 
00 qk — (d 2*7 *a cb di — 1 
MG = ( i i 
254 (257 — d) + (4 — 1 
-U+ ) 


d 


-五 (? [Mene p 


$-1 
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[oum 一 d+ 让 十 (4 一 j 一 Lil 
了 一 
— EMO 一 上 十 1 一 WCG 一 门 ) 


: (ren 一 此 ue (d—j—1u— 外 


KEREM m< = 时 ,规定 ( ，) 一 o. 下面 引 理 4.19 回答 了 ， 


当 不 之 2 十 1 时 ,应 如 何 确定 定理 4.6 中 所 引 人 的 MCs i) 的 
问题 。 

3|38 4.19 的 证 明 it e 一 [pz，z] E ^3RSUEO 的 边 , f 是 
o 上 的 次 多 项 式 。 因 ， 

[Dip Dil), Dj. DA f Cw) entia 
已 在 e HARARE GABIA & 2 2)， 为 确定 定义 在 * 上 的 
《一 元 关 一 | 对 次 多 项 式 DIA, E e 的 内 部 还 需 给 出 
MCA, D =k — 人 十 1 一 2022 一 人 | 十 1) 
-k—2'4—1- ikl 

个 独立 的 插值 尔 件 ， 

对 ce 的 三 角形 面 r 而 言 ,由 于 在 o 的 每 个 边 * E, DL DISK 
0 和 ;和 2 一 人 ,已 被 * 上 已 给 的 条 件 所 确定 ， 可 以 在 的 
内 部 至 多 还 需 给 出 可 确定 《二 元 ) k 一 [4| —3Q*75 — 1A] 十 
D)—7R—3-*:2'74 211] 一 3 次 多 项 式 的 条 件 . 这 是 因为 如 果 
& 上 一 D3,ofls; 则 了 是 一 个 二 元 六 一 位 | 次 多 项 式 。 不 妨 设 5 位 
于 xoy 平面 上 , 并 记 i E 8 8032 e; 之 二线 方程 .由 于 Dipl 
Di,Diufl,, 0m ista — lAl GA, 不妨 令 他 们 部 为 零 。 由 
Bezont 定理 ,存在 (二 元 ) k 3* 2*7 a t 213i 一 3 次 多 项 式 8 
使 得 

p— Bilolo m, (4.21) 

因此 为 确定 2 我 们 只 需 确 定 Pe 

此 外 , 5 的 顶点 处 的 值 , 除 用 于 确定 Disple 外 ,由 (4.21)， 当 
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iQ Pu lA 1€ VN 时 ,( II Di. Diu) 


«Vie 
用 于 确定 p. aRt v 处 共有 (D) 个 ,从 而 证 得 


k&—3*2*4,4 211] —1 lA 
M42 = È 2 )-(3 
Xm 1A] S 2g, 

类 似 地 ,考虑 "的 4 维 面 5,2 cd o — HREN 
维 面 ，j < z 一 1. 如 果 i 一 4 一 1, 即 p 是 8 的 4 一 ! 维 面 ， 则 
Di Di f[,,0« i« 27*4 AREAN. KOBREND E, 
与 (4.21) 闫 似 地 有 

p, = BA rrr mtm, (5.22) 
其 中 pz 一 Dil pa 为 (4 X) & — 131] — (4 1) Q**& — 
Ii) m k— (d + Dita dl 一 4 一 1 次 多 项 式 。 与 
5 是 三 角形 面 类 似 , 3 面 上 的 已 知 条 件 , 部 分 将 用 于 确定 P. 在 
8 的 顶点 ”处 ， 当 wS ulit, wEV 时 ， 
( TI Dg-, )Dt,f(v) 正 是 这 样 的 条 件 ， 不 难 算出 ， 这 样 的 条 件 


w EV (id y 
数 在 v 处 为 
人 — d)- (d — 1)i ! 
So d 
设 ? 是 5 的 i 维 面 , l1«i«4—2,3:E w,,l«ss« MO, 
DE re 内 部 的 插值 结 点 , RA 1 十 MG — 1, s x M(i, 站 时 ， 
Æ W, 点 给 出 的 插值 条 件 是 (Db fGw,) ai 7/718; 其 中 用 于 
确定 p. 的 值 是 
MEE 

此 处 iw > 2Uj*4-— JA c we VCW Co), Cwl wR T e 
的 单位 内 法 向 量 , i IA m AL S 27774, 

下 面 计算 一 下 在 处 这 样 的 条 件 个 数 。 注 意 到 
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{Di D$ f W, hanea ua 
- {Dia Di C) ynasin aM DT D] fC, ) uias icto 
不 难 证 明 在 w， 处 ,用 于 确定 P. 的 条 件 个 数 为 
人 —-djjt(-—i-—1Al ) 
4—j ; 
-(7 1-552* *(4— Dart (d—i— ids 
d—; à 
进而 ,在 的 内 部 ,所 有 这 样 条 件 个 数 是 
p+ dj DAI 
Masi ee ) 
— 2, MOa - R13, MOTE — Dy) 


27*,4(27 — d + (d -i-— lA — 
x ves D 
以 下 , 引 理 4.19 就 不 难 证 明了 ,， 
由 引 理 4.19, 我 们 可 给 出 一 组 括 信 条 件 , 使 其 能 唯一 地 确定 一 
个 # 单纯 形 o 上 的 大 次 多 项 式 ,这 就 是 下 面 的 引 理 。 d 
8[284.20 设 fe 510^), MCI, D. 如 引 理 4.19 中 所 述 ,V(A!I 
i) 如 定理 4.18 中 所 述 ， 则 下 被 下 面 的 值 所 唯一 确定 : 
i) 在 顶点 ve VCA) — VCA,0) 处 ,所 需 的 值 是 
{D} Co [A1 SE 2p gE VCS), nD); 
i) dE ee V(A,1), w, ISi Sk 3 2 pl 是 “的 
不 同 点 。 则 在 w 点 的 值 是 
{D} ,f(w,);a; S [AS 2715,2€ VCSRCO) 3, 
其 中 a, = maxí(0,: H- 275 c1 — k}; : 
ii) 设 6€ V(A,d), l S d & n—1,u,,1 Si S Mp, 
,是 6 的 适当 内 点 ;如 果 1 + MG 一 1 人 所 :< M(i,d), 0S 
i 2 人 pM( 一 1,4) 一 9, 则 在 z 处 的 值 是 
(Dj, IO» |: lj « 29 ILS CORE 
ds) 在 2€ VCA,n) 上 ,所 需 的 值 是 
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{fliw,),1 <S: sS M(0,2)], 

其 中 ow,1 <: < MOa) Er 的 适当 内 点 ， 

WES] 由 引 理 4.19, 条 件 让 一 iy) 和 限制 在 每 个 # 单 纯 形 oc& A 
上 ,都 唯一 地 确定 了 一 个 大 次 多 项 式 如, 从 而 fetio = 由 i)— 
iv) 所 唯一 确定 。 口 

为 得 到 空间 SCA) 的 维 数 ,我 们 将 SCA) 分 解 为 一 些 子 空间 
的 直 和 。 为 此 我 们 记 Si, 2) 为 SA) 的 子 空间 ， 使 得 引 理 
4.10 中 的 值 让 一 iv) 除 关于 i 单纯 形 (i 之 1)8e A 之 内 点 w, 的 
那 部 分 外 ,都 为 零 、 相 应 地 , 记 SO) 为 Sia) 的 子 空间 , 使 得 
其 中 元 素 的 值 i) ~ iv) 除 在 顶点 v 处 的 外 ,其 余 都 为 零 . 
引 人 上 面 的 记号 后 ,由 引 理 4.20, 当 R2 2*u 十 1 时 ， 显然 
有 x 


MO ad) 


SM) Y: esie Y: exe 


€p341C8,w,). (4.23) 
进一步 ,我 们 有 如 下 的 引 理 
引 理 4.21 Æ k>a 十 1, 则 
sa- > eosteoo 556 DP 


9€VcA, d? twi 


MOPT E-m, d} 


PSIC, w,). 
证 明 定义 Li. 为 上 式 的 右 端 .因为 它 的 每 一 项 都 是 SA) 
的 子 空间 ,从 而 L4, 52 CA). 
反之 , 若 1eStCA)CSACA)， 由 (4.23)， 存 在 je 8360 及 
fon € SRCE, w), (618 


^ MQG9—57 a.d) 
LIONS DD $3 oho (A) 
p&VCa) 4-4 6€V(A.4? rx 


Mfg RUS E f,€ SiC) E fo, € $5(8 ,w,). 
现 证 f,€ 9100. — 由 定理 4.6， 因 fe SIA)， 知 了 在 ”处 
《2 :aypu) 协 调 。 又 由 引 理 4.20 及 《4.23) 知 , 当 |a] S 2*4 时 ， 
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有 Di(v)-— DlQ.Qe), Hoh ac StCv) 是 2 单纯 形 。 从 而 fe 
在 "处 也 是 (2 a, aW), h Dif Cw) = 0, 顶点 wc A, 
JA < Puo E St(w), E f, T wit Qs, n)-B. fj 
BEI, f. TE d BERE o(d 22 1) 之 内 点 w, 处 亦 (5,27 "n.a, 
8) 协调 、 其 中 1 十 MCG- 1,4) MC,d). K5 AEA 
4.6'， 可 知 fE SiCv)。 AÆNE fs E SEW), o 

有 了 上 面 的 准备 ,定理 418 就 不 难 证 明了 。 事实 上 ， 由 引 理 
4.21, 易 得 


MOTET a.d) 


dimSt(A) 一 5 dim$1(0) + 92 


repra) d=] 8tEV(LA,4) tæt 
- dim$1(5,1,). (4.25) 
由 命题 4.3 和 命题 4.5, 我 们 有 
dim$1(») = dimSt(St(y)), 
再 当 1 + MG 一 1,d) 所 1 S MG, dkt, 
dimS%(6,w,) = dimSgo-a-u(TsC6)) 
— dims? ,(Ts(8)). 
再 根据 (4.25) 式 即 可 证 出 定理 4.18, 口 
在 定理 4.18 中 ,为 求 得 dim$2 CA), HI & 22 2*4 十 1。 然而 
这 个 条 件 是 可 以 减弱 的 。 当 A 是 R 中 的 三 角 剖 分 且 上 之 34 十 2 
时 , 洪 东 中 得 到 了 dimS《( 人 入 ) 的 维 数 ， 一 般 地 , 当 人 A 为 R'(n 之 3) 
中 的 单纯 形 剖 分 时 ,有 下 面 的 结果 ， 
定理 4225" 设 和 是 R' 中 的 单纯 形 剖 分 ，# 芝 3 £221 
(3g 十 1) 十 1, 则 
dimSt(A) = Dj [dimSsn-(3p + 1)(St(v)) 
PRIZE 


-+ 5 (dimSr(St(v)) 


jma Ou Dl 
— J, dims; ,(TsCe)] 
EKSP 


1215F 


+ M 2: dimS7; 4(Ts(e)) 


e€VCS DD. $227 Qut DL 


dox [a — 3 * 29u — 1)dim$z*-:,CTsCo)) 


e€VCGA D 
4-32? 734-1 


一 Ð dimser,,CsCe) ] 


[- 


D» n owe 74714, d)dim$2*-2- (TsCe)) 


二 5i (MG + 1,2—MG, a))dimsrCTeCa))| 


+ Mc 2) * n(V(A,0)), 
其 中 dimS7(-) = dims} +) 一 dims (2, Bá i0 时 ， 
dimS4(*) = 0. 
特别 地 , 当 = 一 3 时 ,如 果 记 T, 为 Suo) 中 以 e 为 端点 的 
网 线 的 集合 ,Ni.。 是 Sue) 中 不 以 v 为 端点 的 ;单纯 形 的 个 数 ， 
8, 30 be DIE 了。 中 奇异 网 线 和 边界 网 线 的 个 数 ， 则 当 A 
6 十 3 时 ,有 
dimsSt(A) — Y) |aimssrCsdo) 
e tVtA) 


十 XE (dimSzGX TsCe)) 一 dimssoCT«C)) 

+ (tx + (n+2{r— :|[4]) 

ssal XE 

I pdt i [+ 
+ (二 jj—-D- ES +1 


-iJe 


定义 4.23 


+ 之 15: dimS4o(TsCe)) 


十 (A — 6p — l Mim$z,CTsCe)) 


= Y dims iae Tske))]| 


+ 31 MG, 22(/(5,2)) 


+ M(0,3) * €V(A,3)), 


p€VCa» 


(4.26) 


P rj f . + 
其 中 eli) m p + [5] 4 BEO = 6n +24 2i — k, 
定理 4.22 的 证 明 较 完 长 ,不 报 在 这 里 给 出 。 有 兴趣 的 读者 请 


从 定理 4.18 及 定理 4.22 可 以 看 出 ， 只 有 在 很 大 时 ， 空 间 
S1(A) 的 维 数 才 能 被 确定 ， 但 对 特殊 一 点 的 单 绝 形 剖 分 A, Ast 
可 以 适当 地 小 些 ， 比 如 在 所 谓 的 衣 四 面体 训 分 上 ,就 是 如 此 
设 和 A 是 RP 中 的 四 面体 单纯 形 剖 分 ， 我 们 称 和 是 
奇 的 ,如 果 信 的 内 网 线 或 是 奇异 的 ,或 使 得 A 中 以 其 为 一 边 的 三 角 
形 的 个 数 是 奇数 。 我 们 称 这 样 的 网 线 为 奇 的 。 

这 里 我 们 说 A 中 的 一 条 网 线 是 奇异 的 ， 是 指 A 中 有 由 个 三 租 
形 以 其 为 一 边 , 并 且 这 四 个 三 角形 分 别 位 于 二 个 平面 上 ， 

定理 4.24 FAR R 中 的 奇 中 面 体 章 分 , 且 丰 之 7, 则 有 


dim$1(A) 一 D] dimSKSt(o)) + (3k — 19)N, 


+ — 5YN, + e Ck — 5X& — NC — DN, 


T (Ns + N Ck m 5) 


uir 


其 中 Ni 是 A 中 ;i 单纯 形 的 个 数 ,Ns 和 Ne 分 列 是 和 中 奇异 网 线 
和 边界 网 线 的 个 数 . 
为 证 定理 4.24, 我 们 先 证 两 个 引 理 ， 

318 429 fe 54CA),4 2 7, 则 可 由 如 下 的 值 唯一 确 
定 (如 无 特别 说 明 , 下 面 的 e 总 是 代表 四 面体 )。 

i》 在 每 个 顶点 vea 处 了 的 值 是 

(Dif) lAl < 3,0 € Sto); 

i) 设 网 线 ee A uu Xr 5 Re 的 不 同 内 点 , M f 

的 值 是 
[pistes < X) xm IL «xL 


Enos max{0,7 — k + r}; 
ii) 设 三 角形 6€ Ayw,sl 去 :< 二 Ck — 4X& — 6) 为 8 的 


内 点 且 为 适 定 结 点 组 〔 可 唯一 确定 一 个 定义 在 8 EB) k— 6 
次 多 项 式 的 插值 结 点 组 )、 同 时 要 求 wl <: < ia —5)y&— 
6) 也 是 适 定 结 点 组 , 则 在 6 上 f 的 值 是 

| Sss Mji- 0,1,c € St(3)1, 
其 中 M, = 了 人 一 4 一 DG 一 5 — i 


iv) 设 四 面体 ee A, wl i MC — SYX& — 6X&—7) 


是 a 的 内 点 且 为 适 定 结 点 组 , 则 了 在 o 上 的 值 是 
[euo 1 <1 1a 7 28 — 60 n]. 
当天 一 7 时 ,取消 此 条 件 。 
. 证明 “显然 我 们 只 需 证 明 D—iv) — fk 2€ A 


上 ， 部 唯一 确定 了 一 个 六 次 多 项 式 ， 为 此 ， 我 们 先 计 算 限 制 在 a 
上 ,i) 一 iv) 中 所 含 值 的 个 数 Noil SiS h REARS 
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Wharei d 

x( ) 80, 

Nen 6X (k — 7 H Kk 6) H k— 5) = 6(4& — 1), 
-.x(ld- 0-54 -5)ü-— 

Non = 4 x (TO 0-5) ECR — 5X — 6) 


-— 4(k 一 SF, 
Noa n. — 5Y(k — 6X& — 7). 


从 而 值 的 总 个 数 为 
D Nes LOC DOCE 2C 0. 


下 面 只 需 证 明 , 当 (a Ek RS pr 让) 一 1Y 儿 限制 在 o 
上 ) 所 给 出 的 值 均 为 零 时 , 往 证 p 一 0. 设 vV 是 a 的 顶点 ,由 i) 知 
Di,p(v)-—0, |À| 3, Kik em iv, v) 是 的 一 边 由 
Di eP) = Di .p(o) — 0, 0i 3 E p(w) = 0, 1& 
Sk- 7, BA pl, 一 0; 这 里 由 1 魏 : 委 4 一 5 为 < 的 不 局 内 
点 。 利 用 1) 进 一 步 可 推 得 Di spl, — 0,0 « lA < 和 2 其 中 和 的 
每 个 分 重 都 <L KU RIR 过 ?可 得 Dipl, 一 0,1 一 0,1, 其 
中 6 是 & 的 三 角形 面 。 由 Beon 定理 ,存在 地 一 8 次 多 项 式 b, 
使 得 p px mun mu. AP ox 是 与 v; 相对 的 三 角形 所 在 平 
面 的 方程 、 最 后 由 iv) 知 p 三 0。 

引 理 4.26 设 入 是 BE 中 的 单纯 形 剖 分 ， 1€ SA)， 大 之 7， 
则 fe S1(A) 的 充 要 条 件 是 由 引 理 4.25 给 出 的 值 让 一 iy ) 满 足 如 
EE 

1) gii) 所 给 出 的 值 在 每 个 顶点 v€ A 处 都 是 (3,I)- 协 调 
的 ; 

2) 在 每 条 网 线 e € A 上 , 设 5, 一 Le oi, 1 RE dCe)RE A 
按 席 排列 的 所 有 以 。 为 一 边 的 三 角形 ,并 假定 当 。 为 边界 网 线 时 ， 
5， 和 d JARAH, BE e, 是 5; Æe 上 的 单位 内 法 向 量 ， 
0, Æ e, 和 en, WRA, o; — Le,vi, vil X p; 7 flo; 1 
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iSe) ME e 上 满足 条 件 
/ sin(8; 十 9 sin 0; 
D, , Dip, (w,) 一 Pra D, 一 in 6, . Dei, ) 
* Dip, (w), Pj—-0,bh0lx:xkàR—ó-cj, 
DT r(e) is d(e) — r(e), (4.27) 

这 里 vw, 的 下 标 是 模 de) 的 ， 此 外 ，rke) 一 1 如果。 是 边界 网 
线 ,否则 r(e) = 0; 

3) 设 5€ A 是 内 部 三 角形 ,a; 一 [8,5;],i — 1,2 是 和 中 以 65 
为 公共 面 的 两 个 四 面体 , nm. i— 1,2 为 e; 在 5 上 的 单位 内 法 向 
E, p; 一 fio;, 则 在 5 上 满足 条 件 


D, p(w,) t D, p(w) -.lsris 二 (一 5X = 6). 


. (4.28) 
引 理 4.26 可 由 定理 4.6 直接 证 得 。 事实 上 上， 由 (4.27 ?不 难 证 明 上 
ERER e 的 内 点 w, 处 是 (a,,2,1, e) -B IBS RE 

a, = maxí0,: +7 — k}. 


由 (4.28) 可 证 了 在 8€ A 的 内 点 w, 1 << H4- 5)(k — 6) 


处 是 (0,1;,1;,6)- 协 调 的 .再 由 定理 4.6, 即 知 1),2),3) 是 fe SCA) 
的 充 要 条 件 。 

现在 我 们 证 明定 理 4.24, 将 引 理 4.25 中 的 值 ))—iv) 看 作 空 
间 S&CA))* 中 的 元 素 ,由 引 理 4.25 和 引 理 4.26, 我 们 只 需求 出 引 
理 4.251) 一 iy) 中 (在 引 理 4.25 的 约束 下 ) 独立 元 素 个 数 ， 并 且 它 
就 是 SiCA)〉 的 维 数 ， 由 命题 4.3, i) 中 的 值 在 顶点 v€ A 处 的 独 
立 变量 个 数 为 

N,(i) = dimS!(St(0)), 

此 外 ,不 难 验证 这) 和 iv) 中 所 含 独立 变量 个 数 在 三 角形 o 和 四 面 
fk o 上 分 别 为 


MGi) = lu — aX —. la-5a-9 
--sy 
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Mv) = ia — SYk — 6X& ~ 7), 


下 面 我 们 求 d) 中 独立 变量 个 数 。 BS AA fw) E sr ex 
k—7 ENG) 一 《一 7 个 自由 变量 。 另 外 。 不 难 验证 (4.27) 
中 一 0 那 部 分 方程 等 价 于 


De, pi(z) 一 wm Dap(w)— $ cir D, ,plw,), 


2x: d(e)— i, Wr (4.29) 
上 一 全 

其 中 B@, 一 0，@ 一 5:9, 
:ml 


易 知 《4.29) dió Ni) 一 2(X — 6) 个 自由 变量 。 在 
(4.27) G 一 1 时 的 ) 方程 中 ， 由 于 fl, QS D, di) 和 让 中 
(I4| «1 的 值 ) 确 定 , SR Dip- (w) 是 已 知 的 。 从 而 只 有 其 它 
项 可 提供 自由 变量 。 我 们 分 三 种 情况 来 讨论 。 首 先 当 eiim 
线 时 ,(427) G= 1) 等 价 于 
s, m OAE Oa) y ed i 5 0 (430) 


T sin; jai 
2&is dlei, lI«r«k-5, 

其 中 x7 Dorp Depi O), yi, 一 Dupi Qm). 

显然 ，(4.30) RA Nii =k— 5 个 自由 变量 rol S 
:*k-—5. 

其 次 ，e 是 奇异 网 线 。 此 时 显然 有 8; 十 8-, 一 *， 从 而 
(4.27) (一 1) 等 价 于 

Xa 77 a lS, lsrixkb—5, 

其 中 x， 如 (4.30) 所 定义 , 且 tes Do Da PW) 一 x. 

显然 上 式 等 价 于 

XR 7 x LS SA, bak. 

从 而 也 含有 Ni)-74—5 个 自由 向 量 rnol Eick 5, 
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最 局 , e 是 奇 网 线 , 即 A 中 以 为 一 边 的 兰 角形 有 奇数 个 。 此 

M d(e) 是 奇数 。 在 这 种 情况 下 ,由 (427) G 一 1) 中 解 出 tjes 
得 

-12 sa Seo 1y- $ sint 8,4; t 8,441) 


das. din O41, LETT. 
)eisae,lsu:iutk—s5, 
Kd E Yi 的 下 标 i 是 模 de) 的 . 
从 而 在 这 种 情况 下 ，(4.27) (i — 1) 中 无 新 的 自由 变量 ， 即 
而 Nii) 一 0。 
由 上 面 讨论 ,我 们 可 得 SA) 的 维 数 
dim SiA)— S ND», Ni) 


p Via) $t&VCa,D 


+ € AGO X XD 


akiai) ekis, DO ġo 


一 > dimSiCSt(o)) + (k — 5)'N, 


+ LO SXR — 9 — DN, 
+ (3k — 19)N, + (Ns + NX — 5). 
其 定理 4.24 RL, 口 


$3. 高 维 样 条 中 一 点 维 数 


部 知 ， 二 维 样 条 空间 的 一 点 维 数 问题 名 被 彻底 解决 ， 但 三 维 
及 三 维 以 上 样 条 空间 的 一 点 维 数 问题 却 较 少 有 人 讨论 。 本 节 将 研 
究 这 个 问题 。 上 节 讨 论 高 维 样 条 空间 的 维 数 时 ， 我 们 已 看 到 了 高 
维 样 条 研究 的 困难 所 在 。 而 对 高 维 样 条 空间 中 一 点 维 数 问题 的 研 
究 ,将 使 我 们 从 另 一 个 角度 认识 这 个 问题 的 复杂 性 。 

我 们 首先 看 一 个 特殊 的 星城 。 并 由 此 建立 高 维 样 条 和 低 维 样 


e722 + 


条 维 数 之 间 的 关系 ， 

ER 4270 设 So) 是 R* 中 的 5 星 。 如 果 Suo) 中 的 

顶点 除 v 外 部 位 于 同一 个 8 — 1 维 超 平面 上 , 则 
dim52(St(v)) — dims? ,(St(v)) + dimSt(A*), 
其 中 A* — Sto) Nr E o- So) 在 起 平面 x Egg in. 

为 证 定理 4.27 , RAI] AG UE JL 5138. 

BIR 4.28. i9 Sto) 如 定理 4.27 所 示 , 则 任何 f € S1 CSt(o)) 
都 由 其 在 ov 外 的 值 D4,fC5),14| «& & — 1, ec St RR A* 
上 的 限制 了 一 fla* 所 唯一 确定 ， 

证 明 dE o€ St(v) 是 一 个 # 单 维 彩 , 则 

D} f) Al sk- l1, 
显然 唯一 确定 一 个 形 如 Pel Ww) 一 n, up C90). 的 大 次 多 项 式 , 使 
得 

Di,p,,(U) = Di,/Q0),]A3] 和 大 一 1， (4.31) 
其 中 是 一 个 一 1 次 多 项 式 ，rto,e 是 由 的 重心 坐标 表达 式 
wo Ý, ar。 中 关于 顶点 v 的 重心 坐标 。 


weVia) 
设 p = fleas E 
fis Po — Proe (4.32) 
由 (4.31), 如 果 |X| sc & — 1, 则 有 . 
D; apra V) = Dè PV) — Dopo) 
= D} A) — Dist) 
一 0。 


如 果 记 多 一 (t, «lue V(a) No, Wl] Po 有 如 下 形式 
Paw) — $3 cir. 


imk 


注音 到 当 wE 6 一 oN 站 x 时 ,ww 关于 5 的 重心 坐标 表示 是 
w= 2 UT u, 


sEV 
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fs* 唯 一 确定 。 其 中 fils pf f, d 
O0 {Di KoNNa] Sk — 1,c€ Sto)? 
唯一 确定 。 这 就 证 明了 引 理 4.28, 口 
由 引 理 4.28 立即 可 得 到 下 面 的 推论 : 
推论 4.29 ”如果 fe 854CStCv)), StQo) 如 定理 4.27 所 述 ， 则 
PESIC ORRERA EDA oA (多 一 1,42 协调 ， 且 
fla*€ SKA"). 
现在 证 明定 理 4.27, WE p, 和 pi, W30 4.28 MEN., H 
X foh WB fi. Puoshle 一 Pro 定义 。 由 (4.32), 对 任何 fe 
SCSt(p))， 有 
efit fn ; (4.33) 
-为 证 明定 理 4.27, 我 们 引信 5XCStCv)》 的 两 个 子 空间 
B, — {fE SICStUv)) |f la» = 0}, 
及 
B, = {F E SESC Di fCo) — 0, jAi & & 1,0€ St(v)). 
由 (4.337 知 - 
St(St(v)) = B, + B», 
再 由 引 理 4.28, 1 按 (4.33) 的 分 解 是 唯一 和 的。 从 而 
$1CSt(v)) 一 BDB,, 
BD SECS) 是 B, 5 B, 的 直 和 。 
由 B, HEX, B, 由 (k — 1.0) 协调 的 值 
{D} fE A] & & — 1,0 € Sio] 
唯一 确定 。 引 用 命题 4.2 即 得 
dim B, = dim51 .,(St(v)), 
从 而 为 证 定理 4.27, 只 需 证 明 
dimB, = dim$1CA*), 
sE X n PRSURSIT 
T:B—35:(A*, 
一 ilar, 


EZ" 


ETG) 一 0, W jla — 0. HF fe B, 从 而 Di i(v) = 0, 
lA] S i,aE St(v). HEEE 4.28, 可知 f = 0, BUT 0n 84, 

男 一 方向, 对 任意 给 定 的 fe SCA*)， 再 次 引用 引 理 4.28, 可 
知 存在 叭 一 的 fE siio), 使 得 fla 一 了 及 Dt,f(v) 二 0， 
lAl s& & — Lee So), ifa T(f) 一 f. BUT XRJE BALA. 这 就 
证 明了 T 是 从 B, 到 S1CA*) 上 的 一 一 映射 , 至 此 我 们 完成 了 定 
理 4.27 的 证 明 ， DO 

反复 运用 定理 4.27 ,得 到 如 下 的 推论 : - 

推论 430 设 St(v》 和 A* 如 定理 4.27 所 示 , 则 有 

dimSi(St(v)) = 5 dimS47(A*), 


(£20 


由 推论 4.30 可 以 看 出 , 即使 想得到 较 简 单 的 单纯 形 剖 分 上 的 
样 条 空间 的 维 数 , 甚至 象 定 理 4.27 所 述 明 域 Sto) 上 的 样 条 空间 
维 数 ,也 必须 求 出 较 低 维 数 空间 中 的 任意 单纯 形 前 分 A* EBSBUR 
空间 SCA (0s i x A) 的 维 数 。 也 就 是 说 , R* 中 o- E So) 
上 和 样 条 的 研究 也 远 比 R'' 中 任意 单纯 形 剖 分 A* 上 样 条 的 研究 
Bi. 

定理 427 所 建立 起 来 的 R^ 中 的 一 点 维 数 与 R''CPIERR 
纯 形 剖 分 上 的 样 条 空间 维 数 之 间 的 关系 ， 使 得 我 们 可 以 将 低 维 空 
闻 中 的 样 条 研究 媒人 到 高 维 中 去 研究 。 这 种 技巧 在 处 理 一 些 样 条 
空间 的 维 数 问 题 时 是 很 有 用 的 ,这 点 将 在 以 后 的 章节 中 看 到 ， 

在 本 章 开 始 时 ， 我 们 曾 提 到 高 维 样 条 的 研究 远 比 一 维 及 二 维 
样 条 的 研究 困难 ,表现 之 一 是 样 条 空间 的 奇异 结构 现象 更 加 复杂 . 
熟知 ,三 角 剖 分 A 上 的 样 条 空间 的 奇 性 , 随 着 样 条 次 数 的 升 高 而 消 
失 。 比 如 , 当 c5 44 ti 时 ,空间 SA) 是 没有 奇异 性 的 。 而 
在 Ra zm 3) 中 ,存在 这 样 的 单纯 形 剖 分 ,使 得 & 无 论 取 何 值 , 空 
间 58(A) 总 是 奇异 的 。 下 面 的 着 分 就 是 这 样 的 一 个 例子 ， 

例 4.31 设 和 是 如 图 4.7 所 示 的 谢 分 、 其 中 项 点 vwal S 
i <3 都 位 于 同一 平面 上 ， 且 构成 一 个 二 维 Morgan-Scott 剖 分 
As:。 由 推论 4.30, 对 所 有 《之 3, 都 有 
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， 
dim$1(A) = 4 + $7 dimSKA,,). (4.34) 


假定 在 AQ HUR ES EBUA, WS 23 时 ,不 难得 到 
dims (An) — iG — 4J( — 5) + 24i — 63, 
由 推论 4.10, 得 | 
dim$(A,) 一 6 十 5 
其 中 8 一 1, 如果 viwi,1 i< 是 共 点 直线 。 否 则 5 一 0， 
这 样 由 (4.34), 我 们 就 得 到 了 


E 
dimSi(A) = 10+ + S] 


í-3 


: E — 4G — 5) + 24i — 63]. 


上 式 说 明 无 论 丰 是 多 大 的 值 , 空 间 S((A) 总 是 奇异 的 。 这 个 例子 
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也 表明 定理 4.17 中 的 项 dimst,(St(»)) 不 可 能 具体 地 求 出 。 
定理 4.27 讨论 了 一 个 特殊 的 e- iE So) 上 的 样 条 空间 ， 为 
简单 记 , 我 们 先 讨论 R 中 的 。- 星 。 然 后 再 讨论 R。 中 的 v- 星 。 
对 一 般 的 v 星 St) RIJE 
定理 4.32 设 $9) 是 R tig v S, m 4 十 1, 则 有 
dimSA(KSt(o)) 一 dims4,(St(v)) 


+ (kK— 4n) p» dimSz,CTsCe)) 


EC 7*)-Qero 


HET) -Gro 


其 中 Ti;0<i < 和 3 是 Suo) m i RERA, Tia 是 r 中 
以 2 为 一 顶点 的 元 素 的 集合 。 

为 证 定理 4.32 仍 需 先 证 两 个 引 理 。 

引 型 4.33 设 St(o) 是 R 中 的 o- E 4a LAT, 
如 定理 4.32 所 示 。 令 Fia TATQ, ED fE Sea) 
由 如 下 值 唯一 确定 : 

i) 在 Ste) BST v Ab, f 的 值 是 

Dif(0), HM) & &,o € StCo), 

其 中 cest(p) & ^ I& AE; 

在 St(o) 的 其 它 顶 点 w =v 处 , f 的 值 是 

Dj, í(w),iAi x 4a; 
i) 在 每 个 边 e&€ FF， 上 的 不 同 内 点 《mi]} 基 ,处 ,上 的 值 是 
Di Aw) i « |A| S 25,1 «i « 25,9 € Sie), 

而 在 边 e€ 了 ,上 的 不 同 内 点 (wr Rb, f Rf 
Di Aw: i + AY — k & |À] «25,1 &i&k—1,o€Ste); 

ii) ik iwe? 是 三 角形 5€T,， 上 的 适当 内 点 ， 其 中 


MD 一 uama o 一 3) sme 
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X) W f dg 8 Efe x 
D f(w,),0 x i «& pl st M(i,1),o€ St(8); 
Xi (wg ue 是 三 角形 8€ 了,， 上 的 适当 内 点 ,其 中 


Ms (eT aur i pat ume, 


2 2 2 
Wi f RE 
Di ,[(w,),0 KiS pl SE MéG,2),6 € St(8); 
iv) 设 (uw, 9" 是 四 面体 o€ St(v) 上 的 适当 内 点 ， 则 了 
的 值 是 : 
Kw), 1 « : < M0,3), 
. # 一 了 

xe moD- (2)-(2)- (67^). 

818 4.33 的 证 明 与 引 理 4.26 的 证 明 类 似 , 这 时 将 不 详细 证 明 
了 . 

jd $5169 为 StagsCSt(o) 的 子 空间 ,使 得 其 中 的 函数 f, 除 
DA ACW) lAl « onlaw R ME 外 一 0, 否则 az — 4n), cE 
$i). 外 , 引 理 4.33 中 的 i) 一 说 ) 所 指出 的 值 全 为 零 ; 又 记 id 
w,) 是 84CStCv)) 的 子 空 间 ， 使 得 除 i) 中 关于 e 的 内 点 w, 
的 那 部 分 值 外 ， 其 余 的 值 都 为 零 。 最 后 设 SXC8) 和 So) E 
$«Gt(vo)) 的 子 空间 ,自分 别 使 得 除 和 ii) 关于 三 角形 3 和 iv) 关 于 
四 面体 oz 的 值 外 , 其 余 的 值 都 为 零 ,从 而 与 引 理 421 类 似 地 有 

引 理 4.34 


Shr S 5j Dilu D 


wteVisStipn “EP 
DE Dew) D 
i=l etis 
本 一 37 ` 
PEDE wD 
$513) 93 Sa 
e 
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不 难看 出 
dim$i(o) = i) - x^) - ( T Jee bs 


dim$54(8) = x M,G,2) 
- ge DEE 


dim$;(5) = $7 MCi, 2) 


二 全 i Bus (les Tos 


分 别 利用 命题 4.3 和 命题 4.5 于 空间 Sw) X $i(e@,w,) 上 ， 
我 们 证 得 
dim3S4ttat(St(z)) 一 dimStStKo)) + V dimsi,(St(w)) 
和 了 


+5 jeainsssCree) — > dimsr(TsCe))| 


+ 之 k (k — 24)dimSs,(Ts(e)) 一 > dm 人 (Ts(e))] 
+ zf (ETE (E ara 
ETS F ()- 07 7 ro] 
HODET em 
BINEN k+ 44 十 1 SBa 十 2, 从 而 由 定理 4.17 得 


dim$5,,,4,(St(0)) 一 Y) dimst,(StQw)) 
wtf, 
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[a — 24)dimSt,CTsCe)) 一 5 ansrrete 
«$7 eno 


$w0 
k [i 
十 (的 z (co. (4.36) 
Elk, RÆ HE C4.35 9R1(C4.36) BEES RE 4.32, 口 
利用 (4.26) 式 ,定理 4.32 可 改进 为 


定理 4.32” 设 St(v) 是 R' hhe B, 2 34 十 2, 则 有 
dimS4(St(v)) 一 dimS£,.,(St(v)) 


+ (-— 34 — 1) 9, dimsz,CTsCe)) 
el, 
4 q^ XR — 5&XKk — 3p — 1)n(T 4) 


t & yero. 


定理 4.32' 的 证 明 可 参照 定理 4.32 并 利用 (4.26) 给 出 ， 

注意 到 dims, (Ts(e)) 相当 于 二 维 空间 中 样 条 的 一 点 维 数 ， 
从 而 是 可 求 出 的 。 所 以 定理 4.32 和 定理 4.32 RIH, o E So) 上 
的 次 数 较 高 的 样 条 空间 的 维 数 ， 可 用 次 数 适 当 小 的 样 条 空间 的 维 
数 表示 出 来 。 

对 R* 中 的 星 域 ， 也 有 类 似 的 结果 。 可 妇 结 为 下 渣 的 定理 ， 

定理 4.35 设 Sto) 是 Re 中 的 o E, k 22774 T, 
是 Ste) dii RUE Euyf&, Tia € T; 中 以 ”为 项 点 的 守 单 
纯 形 的 集合 。 则 有 

dims4(St(v)) — dimSz»-,,(St(v)) 
十 (k — 2a) 2) dim$f-,(TsCe)) 


ED, 


4- 3 5 [ccn asa) 


4-2 6nI44 
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一 M4Q* pd)) dimSee -sm Te(6)) 
十 “ wG 4- 1,4) — MC,d4) 
一 "m 1,4) + Mí. 40) 

X dimSr(Ts(3)) ] 


T OMQ,n)— M4(0,0))0(T ,), 
其 中 MG, DEII 419 定义 (将 其 中 的 天 换 成 天 十 2 tao 1), 
而 MiG, 1) = i, 
, k— ptij 一 2 
wp 人) 一 人) 
十 ?sr4pk(K24-: 一 4 一 1) 十 起 
MiCisd) 一 E T ) 
25744 (27 — d) 4- (d — 1)i 
-4 ; ) 


— dg * e (d — Dis 
-( dpi *2 ; B 


CIE acit, ji 

Te 2X; "E UL P| 

6 —dti)t(a—i— € 
d— i 

— FMa 一 上 十 1) 一 MG2 — 1) 


: gren —d piss (4 一) 一 17 一 上 Jl 


4-2 d m . 
— M,Q* ^na, 

x( Jl C noi) 

ip mi — ac j)t(-i- i 
( se 
— EMAL ad 1) MíOCnII 870) 


i2 
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dicla —dtji)t(d—i—1iN-—! ) 
d—i : 
定理 4.35 的 证 骨 可 参照 定理 4.32 Q9 UEBH, cx ECKE AA UA 
T. 
与 定理 4.32 类似 ,定理 4.35 也 可 改进 为 
定理 4.35” 设 St(v) 是 Re 中 的 p 星 ,大 2*7 cb 1) 十 
1， 并 记 alk, 5,4) 一 MOT p, d) — MOT 715,4), EC js 
d) 7 MC 1,4) — MCG,4) — Mit 1,4) + Milj,d), elk, 
7) = M(0,5) — M,C0,n), HEH MG, D fn Mi(i, 门 由 定理 
4.35 中 给 出 (注意 MG) 与 上 也 依赖 k. pe 
dim$sCSt(v)) = dim$?*-,. p(StCo)) 


+ (Kk — 2*7 (35 + 1) D dist, CTsCo)) 
efin 


2-1 


1 
"x 2 之 ， [e320 — a 一 tsd) ) 
d=2 Erga Iaia 


2574m po 


X dim$7»-i,,(Ts(e)) — 2) (Kj + 1d) 


í-0 


DE 1,4)dimsrCrsG)] 


à 
T bx (Ge(L, m) — c(1 — 1,29))0CT ,), 


这 里 s.) 是 St») 中 ?单纯 形 的 个 数 ， 

定理 4.32 与 定理 4.35 表明 ， 为 得 到 星 域 上 样 条 空间 的 维 数 ， 
只 露 研究 次 数 较 低 的 样 条 空间 即 可 .然而 要 求 出 星 域 上 次 数 较 改 
样 条 空间 的 维 数 决 非 易 事 .这 不 仅 是 由 于 样 条 空间 具有 奇异 性 (如 
例 4.1 所 示 ), 就 是 对 非 奇 异样 条 空间 而 言 也 是 很 困难 的 。 下 面 我 
们 看 一 个 具体 的 例子 。 

例 4.36 设 Se) 是 如 图 4.8 所 示 的 vv 星 。 即 在 一 长 方 体 上 
连接 所 有 对 角 面 所 得 到 的 剖 分 。 为 清楚 起 见 , 图 4.9 中 只 画 出 六 
分 之 一 。 则 可 得 到 
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图 4.5 
dimói(St(v)) = 16, (4.37) 
dim$K(St(v)) — 52, (4.38) 


由 光滑 余 因 子 协调 法 ， 不 难得 到 ， 在 如 图 4.9 所 示 的 剖 分 A 
上 ， 


dimSKA) 一 12。 
此 外 , 易 证 fe SKA) 由 上 的 值 


(Gu) OG, wa), DAD sis lA «1) 
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所 唯一 确定 , 这 里 Do) 一 DDD) È tE o ARAK 
BORTAR, w= w, 
事实 上 ,由 
Kw) 一 i( Hans 十 wt)) = 0,1 «is, 


易 知 
由 -一 0， (4.39) 
Hh a 是 平面 www,w,, 
而 由 D'e) 一 0, A «t 及 


fw) — Kwa) = Hwn + wt)) = 0, 


fl. 709,1 &i«4, (4.48) 
其 中 ow, 一 ws, 是 平面 ww; 
id fl, - pali s4,c, m [0, 9,,0,,0,,,]. 由 (人 4.39) 和 
(4.40), 存在 常数 e, 使 得 
p; = GRR, 
因 fe SA), 由 协调 方程 ,存在 常数 必 ， 使 得 
Cem Ep, — CE m dili 
其 中 L 是 平面 vw, 

由 .上面 的 方程 ,不 难得 到 ci+ 一 ci 一 而 一 0, 即 了 = 三 0， 

上 面 的 推导 使 得 我 们 有 如 下 结论 。 如 果 fj€ SaSt(p)) (Sio) 
如 图 -4.8 所 示 ) 在 顶点 * 处 存在 一 阶 偏 导数 伪 ， 且 了 在 Ste) 中 
每 个 形 如 图 4.9 的 区 域内 是 光滑 的 ，、 则 f 由 其 在 项 点 v 处 的 值 
D'f(9),131 «| 及 其 在 长 方 体 的 顶点 及 边 的 中 点 处 的 值 所 唯一 
决定 。 

由 定理 4.7, 如 上 所 述 的 je SAS) 的 充 要 条 件 是 

2D。_eif(tpi) 一 > Du uif W), (4.41) 


etf wi 


2f(v) + De SÍ (v) - 21(w;) + Do-w;fCw;),1 E S 3， 


*234* 


其 中 Tw 为 长 方 体 的 所 有 与 w; 相 邻 的 顶点 集合 。 即 
sue) X; w) =e Dy f(E + w) 
wep ui werw; 
— 4f(v) — 2D, OR ETEA 


将 上 式 右 端 记 为 5, 又 记 X= Gw, s f), B -— (b, 
eb. METODERNE 


AX — B, 
其 中 
5101!000 
151900100 
01510010 
4- Be dd 
16605101 
01001510 
00100151 
0001101585 


注意 4 是 严格 对 角 占 优 的 ;从 而 4 是 可 逆 的 。 

这 就 是 说 fe SKS) 可 由 其 在 顶点 5 处 的 值 D'o), 
lÀ] 入 1 及 其 在 长 方 体 边 的 中 点 处 的 值 唯 一 确定 。 这 就 证 明了 
(4.37), ; 

(4.38) B üE BH 55 (4.37 ) 3 EL, I E EIL. iX EB AB LB EE IER 
证 明 。 

仍 记 入 为 图 4.9 所 示 剖 分 ,出 

dimSKA) = 28, 
B JESKA) 由 其 值 DLJQO, Ai «2, e€ ^ 和 fw), 


8 1 
D.,, uf (0), Do, um f C00), ön f (tw, 十 ws )， 1 委 ! 委 4 
所 唯一 确定 。 这 里 严 是 四 边 形 www, 的 单位 内 法 向 量 ， 而 
UA c^ W, W — W, 
与 (4.41) 类 似 地 ， 若 fe SKSKw)) 且 在 Sie) 的 所 有 形 如 
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图 4.9 所 示 的 剖 分 A 上 :fe SCA), MI fe Si Svo?) 的 充 要 条 和 件 是 
FEA oO, DH, E 
2D. 2f(w;) — > Dw-w; fw) 1 Si S8, 
nhu (4.42) 
wD f(e,) 十 8,D, f(e,) ~ Dfles),e EF, 
Ruhr REKO GODS e, E = 的 中 点 , n, Ma 分 别 是 以 = 为 
一 边 的 项 个 四 边 形 的 内 法 向 量 , n 是 三 角形 [e,v] 的 内 法 向 量 ， 
B n, = æn, + 8n, 
另外 ,由 直接 计算 ,可 得 


D, e f(w;) — —3f(,) + P (6f(v) + 4Du, e f(v) 


十 DL (v). 

将 其 代入 到 (4.42) 的 第 一 个 方程 中 ,得 
6f(w;) = 61(0) + 4Do,_ofCv) 十 DA, flv) 
一 2. D, e fCw;). (4.43) 
现在 证 明 (4.38) 式 .由 (4.37), 在 集合 
{Df [A | seSt(o)} 
中 有 16 个 自由 变量 。 在 每 个 长 方 体 的 顶点 由 处 取 定 一 次 偏 导 数 
E Diw), lll 一 1， 它们 共有 3 x 8 一 24 个 自由 变量 ， 由 
(4.43)， 了 在 每 个 顶点 处 的 值 也 随 之 确定 了 。 在 长 方 体 的 每 个 这 
的 中 点 处 , 取 定 一 个 法 向 导数 ， 由 (4.42) 的 第 二 式 , 另 一 个 法 向 导 
数 也 就 确定 了 (因为 显然 a8, > 0)。 从 而 Fe 5XStCv))》 可 由 上 
述 选取 的 值 所 唯一 确定 。 由 此 推出 
dim$I(St(v)) = 16 + 24 + 12 = 52, 

即 (4.28) 成 立 。 


$4. 求 维 数 的 参数 引入 技巧 


本 节 我 们 将 引进 一 种 技巧 一 参数 引入 法 ， 这 种 技巧 可 以 使 得 
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我 们 完全 脱离 其 基底 元 素 而 直接 得 到 样 条 空间 的 维 数 ， 所 谓 引 入 
参数 ， 就 是 将 单纯 形 剖 分 A 中 的 某 些 元 素 工 《比如 顶点 等 ) HE 
参数 。 当 工 变 化 时 ， 我 们 就 得 到 了 一 族 单纯 形 剖 分 AL), (888 
A= ACL.) Xd SL. 成 立 ， 如 果 引 人 的 参数 使 得 A(L) ERR 
空间 的 维新 不 依赖 工 , 我 们 就 可 以 将 求 A 上 样 条 空间 的 维 数 问 题 ， 
转化 为 求 单纯 形 剖 分 族 ACL) 上 的 样 条 空间 维 数 。 这 种 技巧 在 很 
多 情况 下 都 很 有 益处 。 这 种 方法 是 施 锡 泉 提 出 的 . 

我 们 知道 求 样 条 空间 SA) 维 数 的 一 种 有 效 方法 是 从 研究 
SCA) 的 维 数 开 始 ,因为 516A). 的 空间 结构 简单 , 维 数 也 容易 求 
到 |。 

E X= Ah, 1 &i Sdim SA) X: SA) 的 对 偶 空 间 
《SCA))* 的 一 组 基底 , 则 对 于 任意 给 定 的 数 集 Y — ulis 
dimS51CA)) ,都 存在 唯一 的 s€ 54CA), 使 得 LG) m ys 1 «i 
dim51C A), 

ARE SCA) 的 维 数 ,首先 要 得 到 一 个 线性 方程 组 

AX =Q, 
4 — (ai) «, dims% ca)» 使 得 54CA》 中 的 一 元 素 5€ NRA) 的 充 要 
条 件 是 


dimsh cA 


2 a; li = 0, Diem, 


$E 437 E 4 满足 (4， 44), Nil 
dimS4(A) = dim(ker 4) ~ dim51(A) — rank(.4), 

其 中 rank(A4) Jé AURA, kerd RE ABERTSIRI, Bk ii, DE 
组 (4.44) 并 不 难得 到 ， 困 难 的 是 如 何 求 矩 阵 4 的 秩 。 在 某 些 情况 
下 ,比如 在 R od, k>4a tl 时 ,4 等 价 于 一 个 分 块 对 角 短 
阵 ， 从 而 可 使 rank(4) 的 求法 简化 。 而 在 另 一 些 情况 下 ， 比 如 
k> 3a 十 2, 4 等 价 于 一 个 分 块 上 三 角 和 矩阵 ， 使 得 相应 于 对 角 线 
上 的 和 矩 阵 块 列 数 实 行 救 晶 .是 满 秩 的 ,从 而 rankCA) 的 求法 也 可 简 
化 ， 在 有 些 情况 下 ， 虽 然 4 也 可 等 价 于 一 个 分 块 上 三 角 和 矩阵 ， 但 

由 于 其 对 角 线 上 的 矩阵 块 不 能 保证 总 是 满 秩 的 ,从 而 给 简化 rank 


tru 


(A) 的 求法 带 来 了 困难 。 参 数 引 人 法 正 是 为 了 解决 这 类 问题 。 
定义 4.38 将 单纯 形 剖 分 A 中 的 某 些 元 素 工 看 作 参 数 ， 且 让 
LE QCR*"?cWrüibz. BA Leo 称 为 可 取 的 ， 如 果 下 列 条 件 
BM: 
i) meas(Q) > 0, 其 中 meas 为 某 种 测度 ,如 Lebesgue 测度 
: 等 ,本 节 meas 总 是 指 Lebesgue 测度 ; 
ii) 存在 Lie 8, 使 得 A — ACIA); 
ii) «4 Leo Bj, 
dims$t( A(L)) = dimS1(A),k, p > 0, 
设 (4.44) 中 的 矩阵 4 有 如 下 的 形式 
: A ke 


A, 
其 中 Anl Sir, A m X nOn s n) fai, MA 
”定理 4.39 设 Leo 是 和 A 的 可 取 参 数 , TT; 一 {LE 01Ai(L) 
非 满 秩 }, 1 «r—1, # 
meast; = 0, s; isr—1, 
HLE, rank4,(L) = rank(4,), Bil 


dimsS4(4) = dim5$(A) 一 Y m; — rank( A,), 
ie 


证 明 由 meas(T;) — 0,1 x i r — A, meas(O) > 0, 
可 取 L,€ Q, 使 得 ALLO m imr — 1) 是 满 秩 的 ,从 币 
rank( ALL -m1 e £e r— 1. 
这 是 因为 AKL) 是 m X n 矩阵 , 且 m, Son. ŒE ACL) 也 
gx E- 83e m 


i rank( AK L,)) 一 5 rank( A,( Lo)) 
ixt 


一 Y m, 十 rankCA, CL), 


i= 
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利用 命题 4.37, 得 
dim31CACL,)) = dimS2( ACL,)) 一 之 m, 一 rank( A,CL,)). 


再 注意 到 工 是 可 了 参数 且 rankCAL(L2)) = rank( 4,)， 就 完成 了 
定理 4.39 的 证 明 。 i E 
前 一 节 的 定理 4.32 和 定理 4.32 RH] 4 R5 H.E " v- 
E St(v) 上 的 样 条 空间 StKSte))》 HERA dimSK St(e)) E 
TRUE. 本 节 将 用 引信 参 数 靶 巧 来 证 明 dims Se) 还 可 由 
dim$KSt(v)) 表册 。 这 就 是 下 面 的 定理 。 
定理 4.40 设 D, 是 StCv》 中 的 i 单纯 形 集合 ,Ts 是 Sto) 
中 奇异 网 线 的 集合 ,T。 是 So) 中 边界 网 线 的 集合 。 又 设 Æ 
r, 中 以 Dy rAr WA 
' dimsSt(v)) = dimSI(St(o)) + 3(a(r,) — 1) 
T sCP Enl), 
其 中 aA) 是 集合 4 中 元 素 的 个 数 . 
在 证 明定 理 4.40 之 前 ,我 们 先 给 出 它 的 两 个 推论 ， 
推论 4.41 dE SQ, D; 与 『， 如 定理 4.40 所 定义 ， 则 当 
之 4 时 ,有 
dimStKSt(p)) = dim$iSt(0)) + 3k — 3)nCT) — 1). — 
Tk — 3Y5(T1) E (c — 305(T12 cb (k — 3)nCTs) 


+ r (& — 3X& — 4X4 — SAT,), (4.44) 


推论 441 是 从 定理 4.32 和 定理 4.40 直接 得 到 ， 
推论 442 设 A 是 RU 的 企 意 三 角 剖 分 ,Ni NoN, R Ne 分 
别 是 入 的 两 点 ,网 线 、 边 界 网 点 和 奇异 网 点 数 , 则 
dim31(A) = N, + 3N, + N, + Ns. 
证 明 ”我 们 首先 将 入 嵌 人 到 民 中 ， 并 取 v 为 A 所 在 平面 的 
外 一 点 ， 连 接 v 和 入 的 所 有 网 点 ,我 们 得 到 了 E 中 的 一 个 品 星 
St(w)。 且 显然 有 
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Ne- nT)— 1, 
N = aly), 
N, = n(T4), 
N, = nCT,). 
在 定理 4.27 中 取 & — 4, 一 1, 则 有 
dimSi(St(0)) = dimSX( St(s)) + dimS1CA), (4.46) 
本 推论 不 难 由 C4.45)、《4.46) 及 定理 4.40 得 到 。 
Chou-Su-WangP? 和 Alfeld-Piper-Schumaker"? 曾 芳 虑 过 
任意 三 角 剖 分 A 上 空间 SA) 的 维 数 问题 。 为 得 到 dimsa), 
Alfeld-Piper-Schumaker 在 [40] 中 不 得 不 借助 图 论 中 有 关 树 和 和 森 
林 的 定理 ,并 对 入 进行 整体 分 析 , 所 以 正明 十 分 元 长 。 并 有 内 他 认为 
这 种 国难 是 本 质 的 。 而 这 里 作为 定理 4.49 的 推论 ， 很 容易 求 得 
dim5$!( 和 A)， 我 们 将 看 到 ,定理 4.40 的 证 明 是 局 部 的 ， 所 以 这 里 给 
出 的 方法 是 较 简 便 的 。 
现在 我 们 开始 证 明定 理 4.40, 仍 然 先 给 出 两 个 引 理 ， 
5|28 4.48 fe Si(StQo)) 被 其 下 列 值 所 唯一 确定 ， 
1) {Di fC ohar E St(v) 为 四 面体 ; 
2) 在 顶点 wer Av b, 设 vul mi d(Qw) 是 Sio) 中 
除 ew 外 , 按 序 排列 的 顶点 ,使 得 当 [u,w) 为 边界 网 线 时 , v, 
v] 和 le, w] 也 是 边界 网 线 。 又 设 e; 是 三 角形 5; 一 Le, w, 
5;] 关于 边 iewl 的 单位 法 向 量 ， 则 了 的 值 是 
(Cw), D, fCw) |V < i < dQu)] 
及 {DoD fl Si dQw) — r(w)) 
其 中 va 一 总, 而 r(w) 一 1 如 果 [vw] 是 边界 网 线 、 否则 
r(w) 一 0、 此 处 Dyt 及 D,; -Dui -of [5:5 (4.1) 定义 ， Bil 
Daf 一 Dfls) 及 D," D,,,, — wi 一 DeDo -al l= 
Ev Ww, V Vl DAT EIS. 
3) 在 网 线 ecT; b, IREE w) EP w, 是 * 的 
中 点 ， 
该 引 理 的 证 朋 与 前 面 引 理 的 证 明 类 似 ,这 里 不 氢 给 出。 
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(4.45) 


BIE 444 设 0,0; 如 引 理 4.26 所 示 , 即 8 是 e; 与 eif 
KA, 9,—0,0, 一 5,0, Xi& je SMSt(v)) 由 其 引 理 4.43 中 
f 


的 值 1) 一 3) 所 确定 , 则 fe SC) 的 充 要 条 件 是 
D f 在 顶点 v 处 是 (3,1)- 协 调 的 ， 
ü) 在 其 它 顶点 eoe we T。 处 ,满足 条 件 


fw) e SCO ME e SnI D,,. Kw), 
sit; sin 0; , 
1 十 r(w) s i sc d(w)— r(w), (4.47) 


和 Dy, -oDe wf wW) = (ai D, uv t å; De;-w t [2 P 
D,, wf Cw), 1 十 r(uD «i d(w) — r(w), (448) 
其 中 dios Gic 和 mm 是 使 
Vizi — U 7 a; (9 — w) + a; (9; — w) t ai; (9. — w), 


(4.49) 
成 立 的 常数 。 


WEBB 设 ?一 [po:w:w]eSt(o) 为 内 部 三 角形 ，e 为 5 的 法 
向 量 。 又 设 a 和 m 以 5 为 一 公共 面 ,p; 一 了 ,i 一 1,2, 因 f 
在 顶点 v 处 (3,1)- 协 调 ,与 (4.11) 类 似 , 易 证 

De D} spv) = D,D} ap), | « 2. (4.50) 
又 由 《4.47) 和 (4.48), 可 证 在 5 的 另外 两 个 顶点 uw 处 ， 
sini Ue = D,Di p(w), 
D,Di spn) - D,D4 spiCu),i = 9,1, 
注意 了 pl。 和 Dep,|; 都 是 二 元 三 次 多 项 式 , 而 (4.50) 和 (4.51) 
是 使 两 个 5 上 的 二 元 三 次 多 项 式 恒 等 的 充 要 和 条件。 从 市 证 明了 引 
理 4.44 成 立 。 口 
为 简单 起 见 ,我 们 引入 如 下 的 记号 ; 
xa = (w), 
tæi 一 D; _ ue, of (Ww), 
Xe D? -wi (wW), (4.52) 
tos = D, SD.  u(w), 
eg T Dif Cw), 


(4.51) 


Me 


易 证 (4.47) 等 价 于 
HEE CMM CE) 
wi sin6， 10,2 ^ dad, — " 


Yous3 S i S d(w), 


(4.53) 
313 :(4.524XA, (4.48518 
Zwir — Gore T Oiti 十 Giit 
t+ rw) sis dw) r(w), (4.54) 
in “一 [vw] 是 奇异 网 线 , 我 们 证 明 (4.54) 等 价 于 
Nit ™ Giota E dii xw col SP E, (4.55) 
事实 上 ， 由 《5.49)， cose 和 aia 有 如 下 表达 式 
"e det(9;4, 一 W, v; — WV 1 W) n 


detlo 一 w,v; 一 w,v; , — wW) 
LL det(o 一 W, Vy — W, V; =w) 
det(9 一 w,v; SUI Me 


(4.56) 


det(9 — t£,U, — W, V; — wW) 
det(9 一 w,v; — w,v; ,— w) 
其 中 de A,B,C) 是 向 量 A,B,C 的 混合 积 (4 x B). C, 

、 如 果 e= [v,w] 是 奇异 网 线 , 易 知 0,10,0;.,, 0; MARM. 
由 (4.56), 得 ou — 0,1 i 4， 这 表明 为 证 (4.54) 与 (4.55) 当 
[vw] 奇异 时 相互 等 价 , 只 需 证 明 当 (4.55 ) 成 立 财 亦 有 


"m 
Xw ado 十 listwa 


dii, T 


由 Xu is Xoni 的 定义 及 (4. 55) 式 ， 我 们 有 
Xwa 77 D, D, opu) 
- (a, 4D. T a, Dv, 9D, -ep w) 


-— (-2« ES A. D...) 
924 


91 
* Ca, D, ub au; a 
= (= Dem + È D.) Do, tC) 


0:1 
a d, o gr * Aa Kt 
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其 中 pom ful Eigh, o; D, 0,0; 0,09, 9 9), XE 
是 我 们 需要 的 结果 . 
iR 5; 一 [5,w,v;] 由 引 理 4.43 给 出 及 qm flo Jl e A 
下 的 表达 式 
gx) 一 Koyri + Certa 十 earn 
a Get + ctwTi 十 Co at1)To 
十 《ce 人 十 CTit; E enut + Cot T 
十 wri + (Kw) 十 D, cfi urs 
ors + (AKO) + Duf O c 
+ fco, 
其 中 (Tes fw, 00 是 X 一 Tw 十 Tw H TO; 关于 à, 的 面积 坐 
标 ，c; 一 ci(f) 是 常数 ,而 ci 一 cu 是 由 引 理 4.43 1) 中 的 值 


所 确定 的 常数 ， 
由 熟知 的 结果 
1, 如 果 了 一 天 
D,j- v7, 一 4 一 1, 如 果 iek, 
RE, 


其 中 (re -To) 是 关于 单纯 形 5 一 [ov vs] 的 重心 坐标 ， 


我 们 算得 
D,, S f(u) x D, S q;(w) 
- D, £,q;(/w) T D,, ,q,(w) 


= D, 2f(w) 十 T cosa; De "f wW) 


+ r;sino;D, f(w) 


- (1 — *. cosa; JD.» Cu) + riyw, sin as 
Te 


= —4(1 -i cosa; te T orjys,; sina; 
ra 
+ Ue 一 Pa cosa; Jen 
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其 中 
e; c Z DU; , r; uz lv; »2 vir, zx lw T vll, (4.57) 
这 里 外 "| 是 欧 氏 模 ， 
上 桓 推导 的 最 后 一 步 , 我 们 用 到 了 公式 
D, ,f(w) 一 —4f(w) 十 6. 
下 面 我 们 再 计算 ros 及 xz5H ro; 和 x%,i 的 定义 及 qi HJ 
表达 式 ,我 们 有 
3i A 2c; 人 12xw E 6D,, ,j(w) 
= 2c; 4- 12 (1 Nt »- — 6riye. dnos 


Te 
一 (1 — i coser esas 
f w 
Xi = —3D,, -wl w) XE 3e, 十 Era 


e 12(1 — cosa, jeu — 3riyw, Sina; 
ur 


一 x1 一 于 cosa; esa + €t. 
将 上 式 代 人 到 (4.54)( 或 (4.55)) 中 , 则 (4.54)( 或 (4.557) 等 价 于 
feudi — 时 He 一 128ixw + 3r(28,; 十 a; 4) ye; sina; 
— 2aj;6; t NiC — Giof 7 O, 
1 r(w0) SiS dlw) — r(w)-— r(w), (4.58) 
其 中 如 果 [v,w] £z EE, rnw) — 1,208 nw) — 0, 而 
ři — 2 ÎL cosa, a; 

ĝi 一 ( — rd cosa; an。 T (1 2 ne cos ;) LINT 
(4.59) 

3; 一 ‘1 一 5 cosa, ) 8; t 3(2 一 - cosa; Jai. 


下 面 写 出 (4.58) 的 矩阵 形式 ,为 此 记 
X. 
te 区 本 ,9 tte stwa tw) RLO, wlEÀX m, 
(CONTE sei »Xw, dio » Xw 2. 如果 [v,w] 是 内 网 线 ， 


* 2447 


及 Y.- (CARTS PETERE »Yoaoe). Xdd 
Z = (6,0, 6)* 1 (T1), 
m 
W = (D; fC); lAl < 3,0€ St(0))" 
是 (DL.fQ)|IA] « 3,c€ So) 按 某 种 顺序 排列 的 向 量 ， 
如 果 将 Xo = Xol) Yo = Yo) 等 看 作 是 SXStv))* 中 
的 元 于 ,因为 多 项 式 9 中 的 e; 与 iw) 一 一 对 应 《ww; 是 网 线 
[w,v;1 的 中 点 ), 由 引 理 4.43， 
X —ÁZ,W,X,.Y,;wec TANV) 
是 SCSt(v))* 的 一 组 基底 。 
引入 上 面 的 记号 后 ,(4.58) 的 矩阵 形式 是 
AuXu t AY d Y Zt AW 0, (4.60) 
其 中 AmA Ao 和 4, 分 别 是 关于 向 量 XS. Ya Z RWRS K 
数 和 矩阵, 且 


—4 1 xs 0 0 —12£8, 
AQ-| 9 9s 0 0 —128, 
0 0 — âi mw) -1, d (a —2 1 —12842. 


如 果 [vw] 是 边界 网 线 ; 如 果 (v, w] 是 奇异 的 , 则 
—415 1 0 0 —128,5 
人 下 
0 0 一 0 1 —128, 
如 果 [vw] 是 非 奇 内 网 线 , 则 


— qo 1 .*- 0 一 128， . 
ran E E | 
1 1 RR NEA 
邮 样 ,(4.53) 的 矩阵 形式 是 
BeY, 70, (4.61) 


其 中 B. 是 系数 矩阵 ， 


Wk B. By 4(w)- 2 MAS 4(w)—2 阶 单位 e, 
从 而 


rank( Be) = dlw) — 2, (4.62) 
此 外 ,我 们 将 f 在 顶点 v 处 的 (3 ,1)- 协 调 条 性 记 为 
CW = D, (4.63) 


即 f 在 vv 处 (3.1) 协 调 的 充 要 条 件 是 (4.63) 成 立 ， 

由 引 理 4.43， 引 理 4.44,《4.60),《4.61) 和 (4.63) 我 们 证 得 , 若 
fe SKStCv)) 由 引 理 4.43 rh 一 3) 确 定 ,并 将 WE Doo 编号 为 
w, l Sinal L — k, fe SKSt(v)) 的 充 要 条 件 是 


AX = 1, (4.64) 
其 中 X (Xi, XI YT c sSYe ZW» ,而 
4 0 5:0 40-0 Al A 
0 4: 0 0 4:0 4 A 
0 0 A0 0 c Hu AA 
4—| 00-0 8,0--00 0 
0 0 0 0 B-- 00 0 


0 0-0 0 0--B,0 0 
005002000 C 
中 的 4;, B; 是 (4.60),(4.61) 和 (4.63) 中 的 系数 矩阵 , 如 M Au, 
LI 
C464), £49 FIER E: 
3]28 445. tn" 4,,1 mih REOS LR] 
dimSl( St(v)) = dim(ker4) = 3(s(T,) — 1) 
+ nT,) + 28(T4) + dimSX(St(v)). 
证 明 由 (4.62), 知 B, 是 满 秩 的 , 且 dim(kerB,) 一 2, 1 <S 
Pe h(-—s(TQ—1) LESBI, 4,0 xix 5 是 满 秩 的 ， 
得 dim(kerzd,) — 1 r(w), Kr r'(w,) 一 1 如果 [0,1 是 
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边界 网 线 或 奇异 网 线 , 否则 Cw) — 0. 由 于 ABl Sih 
都 是 满 牧 的 ,从 而 


* 
dim(ker4) = n(T?) + > [dim(ker4,) + dim(kerB,)] 
tel 


+ dim(kerC) = 3(n(T,) — 1) + a(r) 
+ n(T4) + dim(kerC ), 
又 由 命题 4.3, 4] dim(kerC) = dim$(St(v)),— 最 后 利用 命 
题 4.37 邵 证 得 引 理 4.45. 口 
由 引 理 4.45 知 ， 为 证 明定 理 4.40, 我 们 只 需 往 证 (4.60) 中 的 
Auli Ris. 
34 [v, w] 是 边界 网 线 或 奇异 网 线 时 ,去 掉 A 的 第 一 列 和 
最 后 一 列 所 成 的 矩阵 都 是 对 角 元 素 为 1 的 下 三 角 和 矩阵 ,从 而 4, 是 
V6 TER. 
如 果 [5,ww,] 是 非 奇 内 网 线 , 且 dw) 是 奇数 。 计 算 由 A, 的 
前 w) 列 元 素 形成 的 矩阵 A, 的 行列 式 ,得 


maio 1 ... 0 
detA, = det 9 ELM M 
i 0 je aalw) dm) 
diw?) 
m JI Gi ite 
iz 


记 四 面体 [os w,,0;,v;u], 1 SiL dlw) Onw = 0») 的 
体积 为 4,,;; 由 (4.56), 得 


auam IE,  dqeisd(w), 
Lon 


其 中 1 一 ?acw)。， 从 而 
det, — 1 2-1 2 x 0, 
这 表明 当 Iv, w] 29 PARE (Qu) 为 奇数 ) 时 ， A, b RE 
的 . 
现 设 [o,w,) 是 内 网线 且 dw) 是 偶数 , 即 (0, w) 是 偶 内 
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MT 


网 线 。 在 这 种 情况 下 ， 要 直接 证 明 A 满 获 是 困难 的 、 这 里 要 瑟 
到 参数 引 人 技 巧 。 
考查 由 4 的 后 dw) 列 形成 的 矩阵 4,, 其 行列 式 为 


1 0 --. 0 —128, 
一 doce 0 —128, 
detA, = det : . : : 
0 0 e 1 —1 2 kw- H 
0 0 +e — aronda- l2 atop 
diwo 
7-2) 2; C70 ÉC aeo (4.65) 
i= hei 
即 可 。 
为 此 引 人 记 和 号 


t= vv, sisd(u), 
去 : = WwW.— U, 
e FAIR (4.66) 
CE X &)° k | 


, 


Eii T Uf n tj* f 


其 中 (4 x B) C 是 向 量 A,B,C 的 混合 积 ,外 | 是 欧 氏 模 。 
由 (4.56), 我 们 有 


A e LINTIWLER I 
oj 一 一 本 二 
A 


* 
€i -ui Pit 


Cj itu igi 
e; $ = — -- — - “一 一 一 一 
` Civit 


(Ea X ED E — Gia X ED * Ein — (5a 
x Bi) "Et (5; X £a) * &£ 


* —. 
ia (5aXE)*&, 
LIRE WESWLEEI Cimbi HAGL 二 HT 二 
me ] — 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 - FD 
Cina i Cii? Eisi t”i- 


将 Gii 和 Gio 代入 (4.59), 得 
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人 
i T: Cost, i 


Citti 
fitit i+ e) 
€i aiuti iLiad 
; 5 
十 11 一 2 * COS (!,.i 
f 


1 1 1 


hsi lnia itits iam iTi 


€i idi it ] 
€i iut 


* Cei cuiua Ý Ciiirt 0S0; ) 
( 1 Cist CLEAN C080; 
—— d ooi 站 
ritifs — Cinyaufiet €i itl) CLuOIM 
其 中 ei =a ZZ U,UU,, 


将 上 式 代 入 (4.65) 中 ,得 
diw) 
F, = z Ti) 


Cintia ddttafi 


Cj A, j, it1 COS C; ) 
Cioni iita A 


为 证 明 F, =~ 0, 引 人 下 面 的 定义 是 方便 的 ， 

定义 4.46 3: B(w) 是 以 内 为 球 心 的 球面 ,而 0,0 im 
是 vx Stv) HRAMA, ISi Sm 又 设 w, 是 B) 与 
射线 四 十 区 ui — 9.) EAE RS Lei x m, MA vs ws d m im 
为 顶点 ,由 Se) 诱导 出 的 单纯 彩 前 分 ( 即 [v6,vi] 是 So) 的 内 
网 线 的 充 要 条 件 是 [uw] 是 新 前 分 的 内 网 线 ) 称 为 单位 to- 星 ， 
记 做 UStCeo)。 

关于 单位 z- 星 USt(v), 我 们 有 如 下 的 引 理 。 

引 理 4.47 Z v 为 单纯 形 剖 分 Al 和 A BAR, Stul) 
各 Su(v) 分 别 是 A 和 A, 中 的 v-Ẹ, W3 Suv) 和 Su) 
ARARA z 星 , 即 USu(v) 一 USt(o) 时 ,对 所 有 的 koe 之 
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(4.67) 


0, 均 有 
cimSt(St(v)) 一 dim$Sz(St,(e)), 

WEB) 由 单位 wv- 插 的 定义 ,不 难得 到 (* 一 1) AUD [5,0， 
39,4) 5E StCz) 的 内 部 单纯 形 的 充 要 条 件 是 [py ws, wal 
是 Uso) 的 内 部 单纯 形 。 从 而 fe StCStCo))》 限制 在 USo) 
上 属于 HUSE EZR. heiet 

dim$4(St,(9)) = dimS4(USt(o)) 
= dimS;z(USt(v)) 
= dimsi(SuCo)), 
BIS[E 4.47 成 立 . 口 

我 们 让 St(v) 中 的 顶点 we To 在 由 v 和 o, 所 确定 的 射 
线 ,g 十 Hpi 一 D):7 0 EXEZD,B 1 iA m nC — 1, 则 
r= Crater ER? 是 Sco) 中 的 一 个 参数 ,其 中 

R? = {xE Rê, x > 0}, 
从 布 我 们 得 到 了 一 族 e-E St(v,r)， Hb r 的 取 法 ， 显 然 所 有 的 
Sio, r), r 2 0 具有 相同 的 单位 v- 星 。 由 引 理 4.47， 知 r 是 
Si) 的 可 取 参 数 。 由 此 得 到 下 面 的 引 理 ， 

引 理 4.48 i$ Sto) 如 定理 4.40 所 定义 ， 如 果 Sue) 中 的 

每 条 偶 内 网 线 [v,w,], 都 有 
b: = S n €i Ai, tI COS 6; 2e Q, 
tel Fita uitia 
则 定理 4.40 rx sz. 
证 明 dc 
Flr) = F,, 
其 中 F, 由 (4.67) 给 出 。 ' 
显然 riF,(r) 是 rr 和 rnb osx i d(uw) 的 线性 函数 ,而 
b. M36 r7' 的 系数 ,由 引 理 的 假设 , 知 FOS 0。 从 而 
M: = {re R$, Fr) = 0} 
是 Lebesgue 零 测 集 ， 
另外 ,不 论 r> 0 如 何 取 ,显然 部 有 
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dim(kerC(r)) 一 dimSX(St(v,r)) = dimsi(St(v)), 
BB rank(C(r)) 5 r 无关。 RI 用 定理 4.39 就 证 明了 引 理 4.58. 
为 证 明 引 理 4.48 中 的 b, = 0, 还 要 寻找 和 的 其 它 可 取 参 数 。 
ix T:R* 一 R” 为 非 退 化 仿 射 变换 ,并 记 
TA = {To;o€ A], (4.68) 
下 面 的 定理 说 明了 工 是 A 的 一 个 可 取 参 数 。 
定理 4.49 jb ATE R 的 单纯 形 部 分 ,TA 如 (4.68) 所 定义 , 则 
对 所 有 k,e 之 4, 成 立 
dimSt(TA) 一 dim$4(A), 
证 明 设 ESKA) E Fr(f) 由 
Frw) lro; — Glo (T w),o;€ ^, (4.69) 
定义 。 往 证 Fr( € S4(TA). 
事实 上 , 设 SCA 是 内 (»—1) 单纯 形 ， 并 记 xs(w) 一 0 
是 3 所 在 的 » — 1 维 超 平面 ， 又 设 es 和 a, OS) 中 的 两 个 
n 单纯 形 。 因 ESAFE k pp 一 1 IE p, 
Gla Aw) — (Gle AW) pl) rs w, 
从 而 对 非 奇 仿 射 变换 工 有 
Gl, KTW) — Glon KT W) = pT WX Tw), 
显然 xxTa) = 0 是 T8 所 在 的 * 一 1 维 超 平面 . 由 (4.69) 知 
Fr(j) € C*(n Uo,)， 因 5 是 任意 的 ， 从 而 有 FiODe STA). 
若 Fr(f) = 0,8 Gl Tw) = 0,6 A. 由 于 了 是 可 道 的 、 
ES Glew) — 0,0 € A,B f 0, 这 说 明 Fr 是 SCA) 到 
STA) 中 的 单 射 ， 由 此 得 到 
dim$4(A) x dimS;(T A), 
同样 可 以 证 明 Fro 是 SY(TA) 到 $1(A) 中 的 单身 ,所 以 
又 有 
dimSKTA) < dim54(A). 
这 就 完成 了 定理 4.49 的 证 明 . n 
引 理 4.50. 设 角 of 是 o; 在 变换 T 下 的 象 ,T 是 3 阶 非 奇异 
方 阵 ， 如 果 对 所 有 侦 内 线 v, w,] E So), WA 
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€i, pl T )cosa; 
Voc 2 Cy deua T 
则 定理 4.40 成 立 , 其 中 Ciia T) -— (Te; x Tej) . Te,. 
引 理 4.50 的 证 明 是 显然 的 。 事实 上 , ECT ) 是 工 的 解析 通 数 ， 
且 不 往 等 于 零 ( 视 TCR), Mm 
meas(T ,b,( T ) = 0j ~ 0, 
这 里 meas 是 R' 中 的 Lebesgue 测度 。 
另外 ,由 定理 4.49 和 命题 4.3 有 
dim(kerC(T )) = dim5SKTSc(o)) = dim$KSt(v)), 
BU rank(C(T)) 与 7 无 关 。 由 定理 4.39 及 引 理 4.48 BDAm 引 理 
4.50 ÈY. r1 
rH 2138 4.50 ,为 完成 定理 4.40 的 证 明 , 只 需 证 明 当 [*, v 1E BI 
ARR, BOT) m 0。 
由 a; ™ Zw vv; | £8. 


cosa 一 T£, * T£, > 
lrgMhirsl 

cra T) = (TE X TE) * TE, — eii ídetT, 
BERIA BOT) 的 表达 式 ， 得 


av Com TE e TE: 
AES Te, har z EE Cinisi UTEN 
(4.70) 


因为 [v,w,] 是 内 网 线 , 从 而 e, 和 e; 是 非 共 线 向 量 , 即 sin 07e 
0, 这 里 e 和 8; 如 由 引 理 4.43 和 引 理 4.44 中 所 定义 。 
将 E 用 £,.e 和 € xm, 得 
BE cosa; Aa sin e, 9, (* sin 6; 一 e sin (8, 一 0,)). 


fj rs 


(4.71) 


AÅ m TTT, 
gi =Ë, 


mE b (4.72) 
g,7 €, 
Y, T 8;* Agis 
则 有 
ITEN 一 tel ks 
E. E ina 
T (&) T a Yııcosa; + TA (4.73) 
M (y, sin8; 一 yi: sin 8; 一 64), 
其 中 


天 一 ?ncosiar; 中 ER Cy sin 8; 一 y1; sin(8; — 6,)) 
1 


sinx . 2 : : 
十 一 -H y,,sin^8; 一 2y, sin 8; sin (6; — 0) 
sin, 


T y;,sin( 8; — 0). (474) 
将 (4.73) 代 人 (4.70), 得 
DA f I y fiers & 
bT) (TéldetT 2, ( ) Cii CPV TE) 
(4.75) 


T(E), 
为 证 BT) = 0, 还 需 下 面 的 引 理 . 


引 理 5.51 设 a29, 且 当 a; 一 0 时 b>0,1<ieN. 
又 设 Gi 为 使 8i 一 0 的 下 标 集 合 ,而 G, = {1,2, NINGC .如 
& 4, — 5,ie c, 互 不 相同 , 则 
9i 


fa 一 >， eas t by? 


i=] 
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EREC OC 7 0) 上 恒 等 于 零 的 充 要 条 件 是 
2 c,b;à -0, 


el 0,i€ Ga. 
证 明 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 对 所 有 ie G:, 在 区 间 (5，oo ) 内 都 


有 
zz - = "1 2n 一 Dit 5.79 
Ca;x + 5.) 3 = (aix) ADOD A dix ) 
显然 fE 0,x€ (8,00) 的 充 要 条 件 是 
23 cb - 0, 
93 caiidt — 0,52 0,1,2,:--. 
由 上 式 不 难 证 明 引 理 4.51, n 
在 (4.75) 中 , 记 
x7». 
~ Sin'8;sin'a; 
" sin'ó, 


b; 一 yuicos'a; + za 2e; (91, sin 8; 一 y,; sin(8; — 6,)) 
sin 0, 
十 rA ( —25,,, sin 8; sin (O; 一 01) + y, ;sin'(6; 一 61)». 


paT (Ë). r (2) x bal Ki «d(w,) 都 与 x yn E 


$, HEROO a,l SiS d(w,)， 从 而 最 多 存在 两 个 下 标 
i 使 得 a 一 0; 凤 nC(G1) x 2. SR Oca; 之 x Li Sda), 
不 妨 设 a aj WR i39 j 《否则 可 取 非 退化 仿 射 变换 T, 使 得 
a} xal) inf ai =al 9 门 ,不 难 证 明 存 在 yi,;(i,i 不 同时 等 


于 3) 使 得 4 一 tie G, HERRAS T (&) i r (È) "P 
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i d(w,), 
由 引 理 451,25 CT) e 0, 测 
€i Lig 79 0,1€ Gh (4.76) 


ÆR (G) > 4(w,) — 2 CI 4(G «& 2) K. eius 一 0 的 充 
要 条 件 是 V-ot 四 点 共 面 , 《4.76) 表 了 明 最 多 存在 两 个 i, 
使 得 Vi_iyViyvVitt fle 四 点 不 共 面 。 但 Lv,w,] 是 内 网 线 ， 从 
而 至 少 有 三 个 i, EB Vii 0;, vn 0 不 共 面 。 这 个 矛盾 说 明 
b.《T) 关 0， 由 引 理 4.50, 定 理 4.40 得 证 。 口 


$5. 二 维 有 洞 区 域 的 章 分 及 三 维 2- 型 前 分 上 的 
多 元 样 条 


5.1 有 洞 区 域 上 样 条 空间 的 维 数 

对 于 单 连通 区 域 来 说 ， 贯 穿 剖 分 下 的 样 条 函数 空间 的 维 数 已 
由 王仁 宏和 Chu 解决 ;然而 对 多 连通 区 域 ,贯穿 剖 分 下 样 条 函数 
空间 的 维 数 却 没 有 解决 , 它 的 难点 在 于 分 析 洞 上 的 协调 条 件 , 即 考 
BER 4.10 上 的 样 条 空间 的 维 数 , 它 可 以 简化 为 图 4.11 和 4.12 两 
种 情况 : 一 种 情况 是 三 角 章 分 (图 4.11)， 另 一 种 情况 是 一 些 三 角 
形 和 一 些 四 边 形 组 成 的 剖 分 〈 图 4.12)。 对 第 一 种 情况 ， 当 Ro 
4u + lif, Alfeld-Piper-SchumakerP f zk T xx 4- [5] Ei , 作者 证 
明了 

定理 4.52c0 只 要 在 图 4.12 中 存在 一 个 四 边 形 ABCD 结 
构 , 则 当 ktat A 

dimSKAs) = 7- L(k p+ 1 — a), 


其 中 A, 是 图 4.12 ARRS, L 是 A. 的 内 网 线 的 个 数 。 
证 明 ”当前 分 A， 去 掉 四 边 形 ABCD 时 ， 所 成 的 章 分 记 为 
和 ,显然 
dim3tN) = T+ 200 0 
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十 HL —3Xk— s + 1Xk— a), 


将 四 边 形 ABCD ARRA R ABI 
dimst(A') 一 ;« +2Xk +1) + ni — p+ XE — a). 


将 空间 SA) 和 %CA < 次 光滑 连接 起 来 ， 就 得 到 空间 
5S%( 人 和,), 仍 采用 协调 插值 法 证 明定 理 4.52. 
D 在 剖 分 A 上 给 出 


jid DOCE 2) + > CL 7 34 — p +I- 


两 个 相互 独立 的 条 件 ,它们 能 唯一 决定 一 个 空间 SQ(A) 中 的 样 条 
PRX. 
ID) 在 网 点 ABCD 处 ,例如 网 点 如 处 ,给 出 播 值 条 件 
(Di,f(uB)yui € SKUB)INA', 

其 中 "是 三 角形 。 设 e — (4 — Bl 一 B|, e= (D — B) 
{D — Bliye, = (c — B»/|[C — Bil, Ue 
4)- 协 调 的 充 要 条 件 是 

Dinbi) — (Ea 92 pe, — S89. pu J^ Df(B), 


sin Q, , 
(4.77) 
其 中 i—1,2;5-—(F — B)Jl|F — Bl, 06; 是 “与 ea 的 夹 
角 ,0 SUSA 
IIO 在 两 线 4B,DB,AD,BC 及 CD 上 ,例如 在 .AB 上 , 设 
W, W Wia- JE AB 内 的 不 同 点 , 则 给 出 插值 条 件 


[I e]. 


ju 


其 中 omax(0,j-- 450 tl- kB) imu. 
IV) 在 网 面 48D 和 BCD 内 分 别 给 出 


q 7 3a 7 Dk — 3a — 2) 
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个 独立 的 条 件 ， 
不 难 验证 , 条 件 了) 一 IV ) 唯 一 确定 了 样 条 空间 Aa) 中 的 
一 个 函数 .这 样 在 条 件 DPE 


N= Ik IX 十 2*4 -— 3X& — act XA — p) 
个 自由 变量 , 
注意 (4.77) 式 ,在 条 件 IDA Dh, 有 些 条 件 已 由 条 件 DER 
ET. EWE BARH ID, DIDI), au t à 2p, A 


已 由 条 件 DEDE T. TERR, ERE ID 中 ,有 
N= Naa t Nas T NS Ni,p 


=i elat) ale t1) 
+i elati) ula +1) 


= 3al +) 
个 独立 变量 ， 而 在 [it) 中 ,有 


N, 一 no + QR -74—2) 


个 独立 变量 ， 
从 而 不 难得 到 
dimSiC(A) = Ni + N, +N, - N, 


- lock) e AL 26 p+) 
m a) 6 d alat) 

= Ic YET Ta 72) 
*1sL-—3Óa-i1Xk-ia—"0 


- LOC act XC T a D 


证 明定 理 4.52 的 关键 是 用 到 了 关于 四 边 形 ABCD 的 一 些 揪 
值 条 件 ,可 被 A 内 的 条 件 线性 表 出 。 

若 图 4.10 中 的 现 线 都 交 于 一 点 , 则 所 考 虚 的 问题 退化 成 为 - 
点 维 数 问 题 。 这 是 容易 解决 的 ， 当 诸 网 线 仅 交 于 二 点 时 (图 4.13) 
则 有 

XR SS 设 A, 如 图 4.13 RHAD, A 是 内 边界 退化 成 
一 条 直线 段 后 的 剖 分 (虚线 48), 则 


图 4.10 


图 4.12 图 4.13 


max fdimsca);( k H :) 
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+o-o( eg 1 


€ dims52(A,) « dimS2CA;) 


二 (4 一 NODE LE ELILSI S 
(iD aD BC n1), k> 2 十 1 时 ， 


其 中 N 是 剖 分 A 的 内 网 线 根 数 ，#* 是 其 中 斜率 不 同 的 内 网 线 根 
S. 

证 明 ”不 等 式 的 左 端 是 自然 成 立 的 , 现 证 不 等 式 的 右 端 成 立 . 
i$ SESCA), MSE A， 上 除 线段 AB 外 ,是 < 次 光滑 的 。 即 
在 线段 AB 处 有 间断 。 若 我 们 在 线段 AB 上 加 一 定 的 条 件 ， 就 
能 使 得 $ ERER AB 上 也 是 n 次 光滑 的 。 人 比如 当 klati 
时 ,只 需 加 上 b—25—1 个 函数 值 k- 38 — 1 DI BE 
法 向 导数 值 即 可 ,从 而 


dim$1(A;) > dimSt(A,) 一 PC — 2a +i) 
一 dimSiCA) 一 Dk — 24 — 1) 
-5 ulati), 
B4 k2p +1 时 ， 
dimSi(A) & dimSA) + Ca + 1(& — 24 — 1) 
+ A plu +1), 


同 理 可 证 , 当 s +t1ISkS2e 时 ,有 
dimst(AD < dimSiCAs) 十 二 (一 ACE 一 4 一 1 
特别 地 , 当 大 一 4 十 1 时 ,有 
dims4(A,) = dimS3CA,). a 
当 图 4.12 所 示 的 各 分 的 内 边界 网 线 不 少 于 3 条 时 ,有 
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定理 454 设 图 4.12 的 内 边界 是 (n 2 3) DE, A. 是 图 
4.12 ARED, A 中 有 NN 条 内 网 线 ,其 中 条 是 斜率 不 同 的 ,加 
BRARD A WE 


EU MU A 


< dimSi(A,) < alu + Uk — p) 
-40+ 1X4 2) — 40 — 36 — a3) 
- (& — a) + dimSiCA,). 


证 明 左 端 不 等 式 是 明显 的 ,下 面 证 明 右 端 不 等 式 , 记 A 一 
A 六 A;, 则 有 


dimSt(A;) 一 Ia + DG +2) 


+ G —3Xk— a +1Xk— a). 


同 定理 4.53 一 样 ， 只 要 在 内 边界 上 加 一 定 的 限制 条 件 ,， 就 可 使 空 
闻 SCA) 和 5XCA;) 4 次 光滑 连接 。 例 如 当 之 3 十 1 时 ,在 
每 个 内 边界 两 点 上 给 出 直到 上 阶 偏 导数 值 , 在 每 条 边 上 给 出 t— 
2a — | i ^r i 阶 法 微 商 值 (i m 0,1, 42, PS 

dim$2(A,) > dim$1( A,) + dim$$CA,) 


一 nc + 2)Cp + 1) 
一 FOA- 2g — D aX ct 1) 
= dimSiCA,) 十 n IX&btap 


tox -3XK— p+ DG p) 


— npt IXK p), 
即 右 端 不 等 式 成 立 ， 
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25 5d xmR«2a 时 , 仍 可 得 到 同样 的 结果 , 当 & 二 1 时 ， 
定理 4.54 可 加 强 为 

定理 4.55 if *,A, 和 A， 如 定理 4.54 中 所 述 , pia = 3 
时 ， 

dimSKA = dimd$!(A,), 
M s> 3h, 
max{6 + N — m, N} « dimSI(A) < dimSI(A;) + (n — 3), 

而 对 《之 3 ,有 


mex [EAH D D H TG DON — m) 
f 二 (&— Dk: N} < dims}(A,) < dims1(A;) 
+2a(k— 1) 一 n + 1X 2) 


一 no — 3)k(k — 1 


对 第 一 种 蛮 分 (三 角 剖 分 ) 而 言 , 我 们 有 
定理 4.56 设 内 边界 的 边界 * 3， 外 边界 的 边 数 为 m. 
n= 3 时 , 则 有 
dim$K A,)  dimSK(A;), (4.78) 
A n> 3h, 
m+ n s dimsl(A) s dims A, ) H (6 — 3) —8, (4.79) 
市 当 克 之 3 时 ， 
dimSi(A1) = "ns — imt n), (480) 


Ah s REA A, 的 奇异 网 点 数 ， 

证 明 由 定理 4.7 式 (4.78) 立 即 可 得 。 式 (4.79) 的 左 端 是 明显 
的 ， 又 因为 剖 分 A. 出 现 奇 虹 网 点 只 有 两 种 情况 ; 一 种 如 图 4.14 
所 示 , 一 种 如 图 4.15 所 示 , 其 中 4,B,C, D. 是 内 边界 的 网 点 ,而 在 
这 两 种 情况 下 ;在 BC 边 与 BD 边 上 加 的 限制 是 虚 的 ( 即 在 BC 
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4.14 图 4.15 


和 BD 上 的 方程 是 自然 满足 的 ), 从 而 有 
dim5!(A,) > dimS1(A,) — (n — 3)+ ô, 
即 (4.79) 式 右边 不 等 式 成 立 。 
X k 25h, (4.80) 式 显然 是 成 立 的 .当天 一 4 时 , ofA 
的 网 点 , 01,v,,… ,v， 是 所 有 与 v 相 邻 的 网 点 , 则 给 出 条 件 
(Di, f oua E St(v), 
且 满 足 关 系 式 
十 吕 8 


Dis, Dao) = (OE p, — i9. p, y parto), 


i 
、  sinO,, sin 


Xm oí«n«l2«ixi—i; Vemm dE TEE 
p — 


6; & € 5 € 的 夹 角 , 当 A,B 是 相 邻 的 网 点 时 ， 还 满足 关系 
式 
12f(47) 士 6D pof A) t Dig of C) 
d (2f/(B) 二 6D pf B) T Di, jf CB). 
从 而 不 难得 到 
dims A) = 3(m+ n) + 3m 2) — 6m + n). 

此 外 , 易 见 A, 的 内 网 线 个 数 和 三 角 块 数 都 是 m+n, KK 
i4 LL oLan 044... VE FE SX A), f;= Slo;, 
f, 的 形 如 引 理 4.17 中 表达 式 的 混合 项 系数 记 作 di, 则 可 直接 验证 
下 面 的 
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Ain 


Aima Aisa 


Ains 


Æ 4.16 


815 4.57 ”在 相 邻 三 角形 上 (如 图 4.16) 满 足 关系 式 
Pidin + Pind; — 24,44€ 4:4) 十 Dairi ditinf Ain 
+ 29:54G8fC442) 十 D, |, jns a), 


其 中 P, 是 三 角形 o 的 面积 ,it = detC Aia 7 nao i 一 
Airra) s gir det( dir 一 Hb 一 At。 
由 引 理 4.57, 当 入 十 ”为 奇数 时 ， 
P, P, 0 Suse es 


0 0 到 P min P mta 
PQ4,0 c7 0 P, 
= (Ld (—1)t)0P, PP, P mta > 0, 
故 
detS$I(A)) = 3(m + n). 

当知 十 # 为 偶数 时 , 亦 可 用 类 似 的 方法 得 到 上 式 , 只 不 过 推理 过 程 
要 复杂 一 点 ,这 里 就 不 详细 给 出 了 ， 

52 三 维 2- 型 剖 分 上 的 样 条 空间 

在 二 维 情况 下 ,对 一 些 特殊 的 三 角 剖 分 ， 例 如 1- 型 和 2- 型 前 
分 ,已 有 很 好 的 研究 .然而 对 三 维 情况 , 除 前 面 提 到 的 各 种 加 细 剖 
分 等 情况 之 外 ,即使 对 非常 特殊 的 单纯 形 剖 分 ,也 还 没有 人 作 深 入 
的 研究 。 这 里 我 们 将 研究 所 谓 三 维 d 型 剖 分 上 的 样 条 空间 的 性 
质 。 
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设 性 一 Ea,5]@[Lc,d]@1e,f] 是 R 中 的 长 方 体 区 域 ,x 一 


xi m= 0,y — y= 0,z — z,— 0,0 i «m, Omen, Aul 


c= yd 
Qj 为 以 (wii Z) ,CNitt Yi ZE), xis Yine) (xis Yita) 
xis yim GxiasYis eas Uno Yin Zn Fla Yien £p 229 DÀ 
点 的 长 方 体 . 再 将 每 个 Qua 都 做 如 图 4.8 所 示 的 加 绍 剖 分 . 

如 此 得 到 的 单纯 形 剖 分 称 做 《9 的 ) 三 维 2- 型 剖 分 ,或 简称 2- 
THAM. X n ox n S xia. bp mim—liya—)y c 
y; Pnl Pn l; za — x72; — Zii igisk- 1 
H ,我 们 称 该 剖 分 为 一 致 的 2- 型 剖 分 ， 和 否则 称 其 为 非 一 致 的 2- 型 
剖 分 ， 类 似 二 维 情况 ,我 们 记 A 为 三 维 2- 型 剖 分 。 

当天 一 0 或 1 时 ,空间 SA:) 的 维 数 和 基底 是 平凡 的 , 就 是 
外 次 多 项 式 本 身 。 当 名 二 2 时 ,由 (4.38)，dim5XAI) 一 16， 这 里 
A: 是 了 一 :一 上 一 1 时 的 2- 型 前 分 。 注意 到 A; 中 恰好 有 6 个 
内 章 分 网 面 ， 这 表明 所 有 在 同一 个 网 面 的 三 角形 的 光 遍 因子 都 相 
E. 

WE feSIAD, 由 定理 4.7， 当 w, 和 ww; 为 同一 网 线 的 两 个 
端点 时 ,成 立 

2a; + a; 7 2aj + aj, (4.81) 
其 中 aa 一 H Wo), as. 一 Do,- wp Wn) E, FERNEN 
w, ABMA A 
86,177 2a, $ 82 — 20; 
06,; 77 2a, ^ Gia — 244, (4.82) 
ds = 2a, Y à, — 28,. 
下 分 别 考虑 和 wo, ww, 相 邻 的 顶点 (w， 除外 ), 由 (4.81) 得 
44; 77 20; 十 023 一 243s 
as 20 E a4 — 204, 
44477 2a, 3 04,4, — 201, 
(4.83) 


gu, 7 2a, T gy 7 203, 
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ag = 28, G; — 284, 
gs, 7 2a, 十 Er 一 24s, 


将 (4.81) 再 用 于 和 w。 相 邻 的 顶点 , 同 理 有 


2a, t ap; — 2a; Fr aj, 1l SiS, (4.84) 
及 
duit aeuum gut au (4.85) 
再 次 利用 (4.81),《4.85) 等 价 于 
2a, + a t 2a; + a3, ™ 204 F Ga 2a, + ts 
进一步 简化 上 式 , 最 后 得 
dy; 7 dig E 04, 一 dis. (4.86) 
同 理 可 得 
dg; 一 0,57. lsa 一 dis 
dut = a3 4.4 — 0x eM 
在 (4.84) 中 特别 取 i 一 2,8 及 i 一 1,7, 则 有 
4a, = 2a; 十 et 十 2a, 十 Gsus (4.88) 


2a, = 4a, — 20, — à, — à; 
注意 dims Ai) = 16,(4.82),(4.83)081(4.86) & (4.88) 5X E BH, 4E 
给 je SCAz), 它 都 被 其 值 
(21,01,2541,454, 542, 02,6 92,39 043 04,33 04,55 0,50, 505,55 05506505) 
唯一 确定 . 

对 一 般 的 2- 型 前 分 ， 对 Oii, UFR Qeens Qie 
PO ANTERE t PEPCPPLERIPE INTENT »Du scias Quis th 
Qu Lact 依次 重复 使 用 上 面 推导 过 程 , 即 可 得 到 

定理 4.58 dimSI(A) — rst sid ir 300b sb) 
HEH fesCAD, 1 都 被 其 值 

Cc yi m) P Cx 3o 2D P Gs Yi zs Cni ys 37， 大 好 
Yos Dif xis Yasa) P Gs yi 20. Df Un yi zo), DifCn y; 2.). 
fCx yox Def ns yos zs D,f Gn yon) DHT ye); S 
iSr, Sj Ssl SSi je] S1} 
唯一 确定 . 
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定理 4.58 有 一 个 明显 的 推论 ， 即 空间 SKAD 中 不 包含 具有 
局 部 支 集 的 非 平凡 函数 。 这 是 因为 若 f& SKA:) 具有 局 部 文集 ， 
则 了 的 函数 值 及 一 阶 偏 导数 值 在 平面 x* 一 x,,y 一 ,及 z 一 x。 上 
$2595. HEM 458, Af f 三 0, 

下 面 我 们 继续 考虑 空间 SA:). 我 们 还 是 先 考查 SCA), BD 
r=s=; =], iE f£€5(AD,A; 由 图 4.8 定 义 。 车 o — [wi， 
ww] 是 A; 中 的 一 个 三 角形 diia 是 了 在 上 的 Bezier 表达 
式 中 混合 项 的 系数 ， 即 引 理 4.54 中 的 dinr 由 引 理 4.54， 对 
ve€F = (w,,---,u) 及 wer, r 中 与 ?> 相 邻 的 顶点 集合 六 有 


vw ,ll 1l Pe 
Dy, -of (+2) 4 dw + 4 (Du, e fCo) t D., vf(w)) 
一 T (D, uf (9) + 31(0)), (4.89) 
De  A(9 09) — L dwt | (D, fo) + Do f(us)) 
2 4 4 


E Os MG) + 3f(»)), (4.90) 


其 中 dw 是 lw, o, w] 上 的 混合 项 系数 ， 
引 理 4.59 设 fe SKA;), 则 了 满足 如 下 关系 式 (其 中 v € D): 


E De (* 3-57) — GK) + D» e f) 


"ys 
+ 1( D. AG). D) Deu Gr) + 3f) 一 
4 "IM 
(4.91) 

引 理 4.59 不 难 由 

2De, ef (etr) - X D. (1S) 

及 (4.89) 和 (4.90) 式 直接 推出 ， 

记 (4.91) 式 为 


3f(w,) 十 D, Cw.) = T,UET, 
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其 中 
s v+w 1 
T. 2 Deil : )+ 1 (Duwflo) 


we Te 


+ BD) DafCw)) + 3Ko)， (4.92) 


上 式 等 价 于 
get T= Tit T, TF T, =T, +H Ti — (493) 
Ti+ T,—-T, T, 
其 中 T= Ta LiSB. 
从 (4.92) 式 不 难看 出 , 只 有 T,,T, Te 和 Te 中 含有 了 在 w 点 
处 的 沸 数 值 或 一 阶 偏 导数 值 , 且 有 


T,= $ iun) + A De, o (us) + 1 Du, Ke) 


十 T De, e f (us) + Ti, 


T,= fus) 十 * De, e (us) 十 " Do,- w (00) 
+ " De, ef (w;) + Ti, 

T= i gw.) +È Dumt) + 2 Due Kn) 
+ T De, o f Cu.) + Tis 


T,- Ž Ku) 一 T (De, um fus) + Do, f(W) 


D. sw) + T, 
其 中 Ti RAA w 处 的 函数 值 和 一 阶 偏 导数 值 。 将 上 式 代 人 
(4.93), 1% 
AX =B, 
其 中 x= CEW), Do, e fC), De um fC ) Des um tW) 5 一 
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CT, +L = Ty T; T; —T,T Ti—T;,T, 一 了 3 一 ToT 
=T tT — TYE 


3 1 uL. L 
4 4 8 8 
(oc e T 
8 8 2 
好 一 á 
jmd. cud 
2 8 3 
E TUNES 
8 2 8 


易 得 
detA == mM x D, 
2^ 


pub f€ SX AD) 在 w， 处 的 函数 值 及 一 阶 偏 导数 值 可 由 
= ÍD'Í(Qw,),|ai <1,1 «i 7?;D, fCm,), D. fm.), e€ E) 

SER 这 里 EB 是 长 方 体 [uns … ws HURA, m, Re 的 中 点 ， 
n, 和 nu; 分 别 是 该 长 方 体 中 以 e 为 公共 边 的 两 个 四 边 形 在 * 上 
的 单位 内 法 向 是 .因为 dimsi(AD) 一 52, 所 以 Pe SKA;) 由 集合 
4 中 的 值 唯 一 确定 。 

与 定理 4.58 类 似 地 有 

定理 4.60k dimSi(A) — 6rsr + 8Crs + st tir) b 6r 
s+) t4, BAET fesCAD 8B 

iD*f(o),D, Jon. D, fm); la| & 1,v€V,ecEu) 
唯一 确定 ,其 中 V, 是 A 位 于 平面 xz 一 xy 一 及 z 一 z。 上 
的 顶点 集合 ,E， 是 A, 中 平行 * 轴 , 或 平行 于 7 轴 , 或 平行 于 * 轴 
的 网线 集合 ， 

与 SCA,) 不 同 ,关于 SCA,), 我 们 有 

ER 46197. X +,s 和 + 充分 大 时 , 在 空间 SCAD 中 存在 
非 平 凡 的 局 部 文集 函数 ， 

证 明 考查 区 域 8 一 (xD. yilIz 2,3, X o, 


*: 2685 


——— D xx UE QE Messe a EE eR i 


b.c 为 正 整 数 。 若 fe SKA:) 以 O 为 支 集 ,显然 内需! 在 0 的 
边界 上 的 顶点 o 处 有 Do) — 0, lal <1, 及 D, f(m)— 
D, Km) 一 0, 其 中 * 是 E, 中 0 边界 上 的 网 线 .为 做 到 这 一 
点 ,最 多 需要 

d = 16(ab + be 十 co) 十 8 


个 条 件 。 因 为 
dim$1(A;) — d = 6abc — 8(ab + bc + ca) 
^- (a tbt c) — 4, 
这 里 A, 是 O' 上 的 2 型 前 分 . 当 a,b, 适当 大 ， 比 如 取 se 一 
b-3,c7- 4 有 时, 有 
dimsi(A,) —4 — 870, 
从 而 在 必 有 fesiAD 以 o 为 支 集 。 
类 似 地 ,我 们 还 有 
定理 4.62, 
dimSi(A,) = 39rsr + 22(rs + st + tr) 
c 9(r-cb e Db s 
dim51(A;,) = 120rst + 44(rs + st + tr) 
十 [LI20r 十 5 十 从 十 4， 
dims A, ) = 273rst + 74(rs + st -+t ir) 
十 15(r -F s ++i, 
及 当天 之 7 时 ， 


dim$1(A,) — >) dims(St(v)) 


-F GR + 19)(29r5: + 6rs + 6st + 61r c rn os i) 
FCR — 5y(48rst t Ars 十 Att + Aur) 
+ AR — 5) — 6X — 7)rsi 
十 (大 一 5)C10rst 十 ars + Ast + 4er), 
其 中 
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52,1] v 是 形 如 w, 的 内 网 点 ， 
32, 如 果 是 形 如 ws 的 内 网 点 ， 
28,hn5& e 是 形 如 ws 的 边界 网 点 ， 
dim$K(St(v)) 一 188， 如 果 是 形 如 (xi,yi;,z#) 的 内 网 点 ， 

34, WH o 是 2 的 顶点 ， 
49, 如 果 g 是 2 楼 上 的 网 点 (顶点 除外 )， 
66,v 是 其 它 边界 网 点 . 

此 外 ,在 定理 4.52 的 证 明 中 ,我 们 还 用 到 了 

22, 如 果 o 是 形 如 (xi y; zi DEPO 

13, iE o ERRO KITA, 

16, 55 e 是 区 域 9 楼 上 的 网 点 ， 

19,v 是 形 如 (zisyisz4) 的 其 它 边 界 网 点 。 


dimSI(St(»)) 一 
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第 五 党 ”有理 样 条 函数 


在 有 限 元 计算 及 计算 机 辅助 设计 中 引 人 吉 细 剖 分 的 技巧 是 有 
效 的 。 然 而 引入 加 细 训 分 ， 会 给 计算 带 来 某 些 不 便 ， 本 章 我 们 将 
讨论 有 理 样 条 函数 ， 特 别 是 具有 局 部 支 集 的 二 元 有 理 样 条 函数 的 
理论 和 方法 ， 我 们 将 看 到 它们 以 非 线性 为 代价 避免 了 比较 复杂 的 
加 经 部分 及 其 上 的 插值 样 条 函数 的 计算 , 

先 从 简单 的 二 元 C" 逼近 元 谈 起 : 

(i) 三 角形 元 。 设 2 为 平面 上 的 多 边 形 区 域 ，A 是 0 上 的 三 
角 剖 分 。 sC, y) 是 由 所 有 顶点 处 的 函数 值 所 唯一 决定 的 分 片 线 
性 函数 。 对 如 图 5.1 所 示 的 TEA, 有 

u(x.y) 一 5 u(x; y; )wiCx y), (5.1) 


fm} 
其 中 w(x) = Gs y) y, $m 15,2, 3, L(x,y) 一 0 为 
AA v; BRDA e; 一 vitia m v). 的 方程 。 称 函数 wi(x,y) 
为 相应 于 顶点 o; KREZ (Wedge function), TA, ZAH 
分 而 言 , RERBA RESEIIBU. EB AIR. ME vi 29 
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顶点 的 三 角形 上 相应 于 vs SERERE EXE 于 v; 的 “楼 锥 ” 画 数 
(Pyramid funccion)， 记 为 p;(x, y) CHE 5.2), TR p(x,y) 是 
DARRERE, 旦 其 在 v; 的 对 边 上 恒 为 堆 。 因 此 、 在 整个 
5l EBS C^ A HALBE ERST COS 


I.) 一 D wp Gy), m Guy). (5.2) 
Ci) 矩形 元 。 设 8 为 平面 上 由 一 些 矩 形 组 成 的 平面 区 域 ， 每 


个 矩形 域 上 的 株 函 数 是 由 双 线 性 形式 组 成 的 。 图 5.3 所 示 的 各 顶 
点 处 的 槐 函数 分 别 是 


d #— y=0 e. 
x=0 
a—z20 
0 
e" vs 
5.3 


(s — 2) 一 DOSP 一 », wx, y) T Yo 2) 
ab 


eG) — T 


(5.3) 
wi(x,y) 一 z, PACHOR 3 


注意 到 (5.3) 式 中 的 株 遂 数 在 矩形 的 每 一 边 上 是 线性 的 . 因此 
u(x,y) = > uwÁx,y), u; — u(xi, yi) (5.4) 


在 单元 的 边界 上 也 是 线性 的 。 类 似 于 三 角形 元 ， 对 于 台中 的 每 个 
剖 分 顶点 也 存在 着 "棱锥 "函数 。 这些 函数 构成 C 分 片 线性 函数 
空间 的 一 组 基 项 数 。 对 于 平行 四 边 形 单元 的 讨论 是 明显 类 似 的 。 

(5.1) 和 (5.4) 中 的 棉 函 数 有 如 下 性 质 : 

1? wv) — M, wi(sj) —0, ic d; 

2? wi(x,y) = 0, Cx, y) E n 的 对 边 上 ; 
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3* wi(x,y) REIR EE, (x, y) 在 v; IRAE. 

所 以 只 要 对 性 意 的 单元 构造 满足 福 质 1*, 2^, 3° 的 槐 图 数 ， 
便 可 按 (5.4) 构 造 C" 有 限 元 函数 。 换 句 话说 ,只 要 能 构造 满足 性 质 
1*,25,3? 的 橡 函数 , 恒 可 构造 具有 局 部 支 棠 的 C" 样 条 前 数 类 。 

E. L. Wachspress9?-04,0548$ pp -T-He bé $75 2e, 讨论 并 建立 了 
关于 任意 单元 上 5" 有 理 样 条 函数 类 的 理论 。 FegEUS[ATI 
NARAR HENT Ca 之 1) 有理 样 条 通 数 类 的 相应 理论 .本 
章 将 介绍 有 理 祥 条 函数 的 这 些 理论 与 方法 。 不 难看 出 ， 它 们 与 加 
细 剖 分 的 出 发 点 是 明显 不 同 的 ， 


$1. 任意 凸 多 边 形 上 的 C f SEX 


i Q CR? 是 平面 上 的 多 边 形 区 域 ，Ap 为 8 的 任意 多 边 形 剖 
4, vG 一 11,2,…,N,) 和 eG 1,2, Ne) 分 别 表示 Ar 
的 顶点 和 网 线 。 引入 记号 ; 

L(x,y) 一 0 表示 ei 的 法 式 方程 ; 

OP 指 凸 多 边 形 了 的 边界 ; 

LECTUE ZUR P EUP 

P-—0PUP, 

所 有 由 一 ( 凸 ) 多 边 形 的 边界 或 由 它 的 延长 线 组 成 的 ( 凸 ) 多 边 
形 的 边界 称 为 该 ( 凸 ) 多 边 形 的 外 直径 。 以 下 约定 三 角形 和 平行 四 
边 形 的 外 直径 的 线性 形式 为 h(x,y) 王 1， 实 际 上 ,平行 四 边 形 的 
外 直径 是 无 穷 远 直 线 。 除 此 之 外 ， 四 边 形 的 外 直径 有 如 图 5.4 Br 
示 的 两 种 可 能 :wv;(i 一 1,2,3,4) 为 四 边 形 的 顶点 ,li(x,y) 一 0 
为 e; 的 法 式 方 程 ,e; 为 四 边 形 的 外 直径 。 

以 下 讨论 凸 多 边 形 上 的 株 函 数 及 其 性 质 。 

引 理 5.1 任何 凸 多 边 形 的 外 直径 均 在 该 凸 多 边 形 的 外部. 

引 理 5.2 假设 三 条 直线 ci im1,2, 3 XR, Lr, 07 
asy) 在 ey EXEC Lx y) Ux) E ey EARR, Cy) 
l(x,y) 在 es 上 为 常数 ， 
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$.4 


证 明 不 妨 设 ,一 1, ?2, 3 的 位 置 如 图 5.5 所 示 。 显然 对 
任意 的 €i 上 的 点 (x,5), 恒 有 
His, y)lsing 一 ICr y)! * sind,, 


亦 即 
[CR = sin, 


ICM sin 6, ^ 
因为 当 (x,y) 18 eL 通过。 点 时 , hn y) 和 (x,y) 同时 变 号 ， 所 
以 sign (102) 保持 不 变 ， 其 全 结果 可 同村 证 明 a 


W PEA 是 一 凸 #* 边 形 ， 以 下 给 出 凸 # 边 形 上 的 模 消 数 的 
构造 方法 . 

O) än 一 3 时 ,其 已 由 (5.1) 式 中 给 出 ， 

(2 当 # = 二 4 时 , 记 P 一 上 vvv《 见 图 5.4Ca), (0). A 
BUS 


TU TEES (29 p, hth 
Se T EOONGD. UE 


wlay e Ln, bh 


LIC); [A 


ael LCo) " L'h 
wx, y) SGT rp 


3 
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rarr — > seor 


‘` 
N 
~ 
~ 
NE 6 e: 
了 0 8, 
-” 
5.5 
whey = e htl (5.5) 


AENA) l, 
借助 于 引 理 5.2, 不 难 验 证 御 函 数 (557) 满 足 性 质 12, 29, 3? 
而 且 可 以 通过 适当 选取 li(x,y), im 1,2,3, 4, 5 的 符号 ,使 得 每 
EARE P 的 内 部 均 有 w(x,y) > 0, (n, 92 € P, XIE— IP a 
EI UP QCER p 


S wiG,y) zx], (5.6) 
事实 上 ,因为 
Kn»c Ww) 


a bl, + khh + khh + ell, — i, 
lx y) 2 
FEBRE w(x,y)(i 一 1,2,3,4) 的 性 质 ,可 知 gley) 4E OP E 
为 零 ,从 而 ery) = 0, (zx,y) € P. 
(3) Ma =5 时 ， 记 P = vns, 《如 图 5.6) 其 上 的 横 谢 
数 为 


, ~ (hth) lll 
witr,y) CC ) hly 3 


， L t) bhi 
- | 6 e L314's. 
sx, y) fon » Wb , 
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lix, yy 0 


ly Gym 


da (x, y)=0 
Bj 5.6 
7 h*l, HE 
wx, y) = bolo) PERZ 21 ; 
LU, 7v, hb. Lm 


r ex h 2 h " AA 
wx)) imn ) ik 


w(x,y) - (1—5) 。 hhh. 


TWIN bh. 
wiix,y) m Gum) = 1,2,3,4,5, (5.7) 
5 w(x, y) 


my 


由 引 理 5.1, 容易 证 明 以 上 诸 wi(x,y Xi = 1,2, 1,5) 满足 性 质 
1°,2°,3°, 且 只 须 适当 选择 1(x,y) 的 符号 , 即 可 保证 当 《x,y) € P 
时 ， wx, y) z 0. (5.7) 中 的 表达 式 是 槐 函数 组 iwi,» 的 
单位 化 ,使 得 单位 分 解 狂 质 成 立 ; 


了 ixzyy) <], 


(4) 当 P EA HERD” 边 形 时 。 ERRARE m FE 
式 : 相应 于 顶点 e; HRANE 


wis, y) m h hoi tat lat Me, (sg) 
" 44j***t e gquses 
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其 中 分 且 Lid tro En 3 Ah nS 
的 线性 形式 的 乘积 ,分 子 是 由 2 — 2 个 相对 边 的 线性 形式 的 羔 积 ， 
而 各 是 使 wiley) 在 vi 处 单位 化 的 常数 。 由 引 理 5.0815 33.2, 
在 顶点 v, 处 ， 不 难 选取 是 # 边 形 的 * 一 3 个 外 直径 的 线性 形式 
PP 使 得 w(x,y) E v; AIRA eain, y) m 0 RI 
einilia(n, y) 一 0 上 为 线性 函数 , 且 满 足 前 面 提 到 的 枢 函 数 的 性 
Jf 1?,22,3*, RUF” = 5 的 情形 ,可 以 适当 选取 (5.8) 中 的 各 线 
性 因子 的 符号 ,使 得 wi(*,y) 770, (e) EÊ. nm 5 kA 
数组 {w(x,y)} 一 般 不 再 满足 单位 分 解 性 质 .， 但 仍 可 作 如 下 的 
单位 化 处 理 ; 


wi(x,y) = wie / 31 wiz.y), i—34,2,-*,n, 
"ET b S 


并 转 而 采用 函数 组 (wlr, y) h 
命题 5.3 如果 一 山 ? 达 形 的 一 个 内 和 角 趋 于 180?， 则 相应 于 
它 的 模 函 数组 将 退化 为 相应 的 * 一 1 边 形 的 枢 函 数组 ， 
以 下 介绍 在 插值 问题 中 的 株 函 数 配 置 方法 。 前 面 讨 论 了 在 任 
意 多 边 形 单元 上 的 株 函 数 的 构造 方法 ， 考 虑 插值 问题 : 对 于 分 布 
在 任意 多 边 形 区 域 2 的 多 边 形 剖 分 Ap 中 网 线 上 的 点 #21,i 一 1,2， 
tmb Xz ESSERE 省， 构造 一 个 在 Ar 上 连续 的 有 理 插值 
国 数 MKz,y)， 使 得 
ulz) = uj je7d06i,-,m. (5.9) 
这 里 采用 槐 函数 方法 来 构造 线 牌 元 关 组 Urn y) m Gi nl 
一 存在 一 组 数 (a7... 满足 


sz) 一 5 ajhi (2j), j 7 15,2, .m, (5.10) 
1 


注意 到 前 面 介 绍 的 槐 函数 w(x,y) 和 min, y) EA e; 一 
vivi 上 为 线性 函数 且 iC, y) +t wiley) 7 1. 因此 在 e: 上 
存在 由 wi(x,y) 和 iux. y) 生成 的 线 福 无 关 组 。 选取 -一 组 如 
了 此 的 线性 无 关 函 数组 


{wi Wir tis s i TC 一 win) iiam 
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d aes i winky) iti 


i itl 
E on naea dk - wx. 
E goi Uy) it io, ure) w, Gy) 
i w GL Y) winy? iei i t+ 


Wi (r.y) waa») 
(win A ulat 40) 


i ii 
ws Gy) wa Uo) (210, (3,52— 
wi Ano news (c x)7 2w «ts ,7)) 


图 5.7 


ww; TA win). 


它 科 的 特性 由 下 列 图 示 给 出 : Æe b, 
下 面 列 出 插值 问题 (5.9) 和 《5.10) 中 常用 的 几 种 简单 的 基 污 数 


组 : 
:27$* 


m 


(0, 105 10,4 4) 


A 


{1 WW WPa, (9 Wg Wy RH 
LITTLE 


(ww ws) 


TR 20 004,20 03 (f, — 43), 
i0, W3(210 7 104) (20, 710,9 103 Wg, 
ws wa 9, 7 wj) wa. 9 d 


图 5.8 


E BT imb n5 XEERECAB , 就 不 难 构 造 出 满足 插值 条 件 (5.9) 的 
PERNT. 

Bil BEZAK P 一 non 边界 上 的 播 值 信息 如 图 5.9 所 
T. 

$ 
设 uly) D Gun, Y) + diwi, wilr, y)) 《这 里 
i=j 
wilay) m wi Gn 2), WARBER, A 
+ 2799 


ps vs 
" v. — 
B 5 
1 D 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
wi(4) wi(4) 0 ww) 0 0 
. 0 ww) w,(5) 0 wi 5)w,5) 0 
w6) 0 wl6) 0 0 wi(6)ws(6) 
€1 " 
€4 $2 
65 us 
d, 7 A |" 
d, u“, 
d; We 


解 之 得 
€, ™ Mj, 0; 7 His 06,77 iy, 
d, = (u, — wi A — wu e Ces) 
d, = (u, — wi) — wu) ws (5), 
d, = (a, — wi Om — wi 6) Lo C6 )w (6), 
由 此 得 到 
sn) md (I On nC 


EEZCDABNUACIHA 
teo Eas "PONE 
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a AA M——AÀ ,一 


i Nin 


NET 


2-5 
— ue r 


ea 


4,:330 


e4:(25 — 3x) Zo 
€3:(5- 2x - Aur EN 
$,:4—2x— y) —L— zo 


s; Q0 8x — [7y) ———9 


92 
Bron. 
设 


其 中 


v8 
v5 


1 
Y353 


【一 2.9， 0) (6,0 d ,9) d , 0) (2,0) 


E 5.10 


Lawn) _ wix,y) 
T ean wi(6) wl5) )^ 


p ey) e weny), CD ILLES 
it 人 oa) (5)w(5) 
十 w(x,y Mx, y) te 
wi(6w(6) —"' 
设 四 边 形 单元 PEAr 的 边界 上 的 插值 信息 如 图 5.10 


7 


Ax.) 一 * e;hi x, y), 


[£ R1 


(hc, y)) 一 [oi c yy ur rs uie wu o. 一 wl, 


而 


t(x,y) = (5+ 2x — 8yY(4 — 2x — y)/(20 + 8x — i79), 

wi x,y) = 20y(4 — 2x — y3/(3(20 + 8x — 17y)), 

w(x,y) = 6y(3x 一 2y)/Q20 + 8x — 173), 

wkx, y) = 2(3x — 2y)(5 + 2r — 8y)/(3(20 + 8x — 177)). 
由 插值 条 件 ;得 到 下 面 的 方程 组 
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1000000 a i 
010602000 /a " 
00100200 e " 
000 100 Q0 €, PA 
2-9 vow bis 

2 2 4 . 
l 8-595309. 5 j| " 
4 4 — 1632 
300l60653 €; T 
4 4 16 32 


解 之 得 
€; = Hi = 1,2,3,4, c, = 4u, — 2u, — 214, 


06 ™ $G. koe) — (un t iQ», 


6 一 g Gn — im) + Qn — 1)). 
TR 
uI6(x.y) m Schi ny) 


=w’ fi -- i.a — 2(w, — wi») “i 
+ w, m, + w. C1 — 2w) * ts 
+w’ fı 一 2w, — Ai * (1) 十 2(w, 一 we) te 


"dy tio ndt FE so, t G + w, — wY) 


tt Š m + wet (I — 2G m a) + th 


这 里 约定 w: = wry), 
由 于 所 选 取 的 基 函 数 的 个 数 及 最 高 次 数 均 是 根据 两 线 上 的 播 
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值 节点 数目 而 相应 确定 的 。 例 如 在 某 一 网 线 上 的 插值 节点 数 是 
二 1, 则 相应 基 函 数 的 最 高 次 数 
《在 该 网 线 上 ) 为 A. Dy. TRE 
WEBB, 对 如 图 5.11 的 多 边 形 剖 分 
和 播 值 信 息 ， 按 照 上 面 枫 函 数 配 
置 所 构造 的 插值 曙 数 民 *yy) 在 
整个 区 域 Q 上 是 连续 的 

RHEINE EE 
些 应 用 问题 中 还 需要 讨论 曲 边 元 
É. E.L. Wachspress 在 其 文 [95],[96] 中 已 有 详尽 的 讨论 ,此 
Ab AR. 


图 5.11 


$2. 三 角 齐 分 上 的 C' 插值 有 理 样 条 函数 


仍 设 为 平面 上 的 多 边 形 区 域 ,A 为 2 的 三 角 剖 分 ,其 顶点 和 
网 线 集合 分 别 记 作 V (eli NGM Eel Sj N, 
若 无 特 别 说 明 ,了 6 入 均 表示 剂 分 和 全 中 的 某 一 三 角形 单元 。 
两 个 有 理 分 式 
RG,y) 一 Pr,y)/ Ox,Y), 
Rx,y) = PG 0/0.) 《5.11) 
称 为 恒 等 , 记 作 Rí(x y) = RAx,y)， 如 果 存 在 一 非 零 常数 4, 使 
得 
P Ce, y) = aP Kay), Ox,y) = 401). 
(5.11) 式 中 所 示 的 两 个 有 理 分 式 称 为 等 价 , 记 作 RC 3) ~ 
Rx,》)， 如 果 
Px,y)* Qi) m P(x,y) * Ox,y), 
显然 此 处 定义 的 关系 “一 "是 一 种 等 价 关 系 。 今 后 ， 关 于 有 理 
项 数 的 唯一 性 等 都 是 在 此 等 价 的 意义 下 说 的 。 
231. Cup X RISE 
关于 结 点 的 选取 。 首 先 选 取 章 分 入 的 项 点 作为 结 点 。 在 每 一 
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网 线 ej 一 12,Na) 的 内 部 再 选取 一 个 结 点 ， 记 为 vo 称 
之 为 边 结 点 。 x5at. 常 选取 各 网 线 的 中 点 为 边 结 点 。 
定义 5.4 对 任 一 结 点 v,, 构造 相应 的 有 理 函 数 
AC ' RC, » 
w x,y) 一 "UO 
称 有 玛 函 数 族 {ws《x,y)} 29 C'ERA, In CE CTIALE : 
a) 当 v, 为 顶点 时 ,有 


(D YET uu, 一 Eib pa 一 f 


bi P4, 
0 p4,0si-cb ixl, 
(2) 257 wlay) = 0, OSI til, Ë y) Ern 
的 对 边 上 ， 
OD Gr eo) T QE GU TTEPSIS 
(5,9) 在 v, 的 邻 边 上 ,其 中 Fn 为 某 一 3 次 多 项 式 ; 
b) H mw 为 边 结 点 时 ,有 


a) Ê wo) = 1, 


《2》 w waCx,) — 0, 0 x iR je ll, ByE wy 的 
对 边 上 ， 
(3) Ae TE wlay) 一 ET EOCOREARSESE 


(x,y) 在 Pa 的 邻 边 上 ,其 中 Bit (x. y) 为 某 一 3 次 多 项 式 。 
定义 中 所 谓 e, 的 对 边 ( 或 邻 边 ) REB v, 
含 (或 含 ) 结 点 Pe 的 网 线 ， 且 {as E» Eu) 为 一 数组 , - 2 RRE 
v, 所 在 网 线 的 法 线 方 向 求 导 ， 特别 当 it. £u, ERN 
的 排列 时 ,相应 的 有 理 函 数 族 {wx, y) 称 为 标准 CO RA 


gk. 
定义 5 4 中 的 Fx,y), Rx,y) 和 Qlx, y) 分 别称 为 结 
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图 5.12 


点 e, 的 相对 元 素 , 格 邻 元 素 和 伴随 元 素 . 

BT E AXA os vs v3 为 项 点 的 三 角形 单元 ， 其 三 边 为 e 
l(x,y) = 0, eil (x, y) = 0, eil (x,y) — 0, 图 5.12 所 示 , 并 
约定 vay C = e; G7 1,2,3), 

如 果 满 足 定义 5.4 BOT SCIRCRIUÉR E A RE, 以 单元 了 
中 的 v; 为 例 ,为 满足 o)-(1), RAER Fily) 一 Cy), ME 
eii 和 e+ E, 

Ias) * R/Gay) — pP(x,3) * Ox,7) 一 0。 
Hi Bezout 定理 ,存在 多 项 式 H;(x,y), 使 得 
xs) * Ri) — 0(,3) * QG y) 十 HG, y) 
Ar nx) € 9, (5.12) 
结合 c)-《3) 并 再 次 利用 Bezout 定理 ， 不 难 证 明 HC, y) 必 被 
lin, nlr, y) 整除 ,于 是 存在 多 项 式 G(x,y)， 使 得 成 立 羡 
Exzyy)Rixzyy) — pilr,y OA x 32 
+ h(x yrs 06,2, 3) = 0, (5.13) 
方程 《5.13) 称 为 相应 于 结 点 ov; 的 协调 方程 

定理 5.5 如果 协调 方程 (5.13) 存 在 非 零 解 ， 则 为 使 满足 定义 
5.4 的 最 简 有 理 分 式 wey) — Gs y)R GS )/Qi(x. Y). 存在 ， 
必须 且 只 人 须 协调 方程 (5.13) 的 任意 一 组 非 零 解 (RTCS, y), 
OF(x,y), GY(x,y)} 在 约 去 一 切 公 因子 后 所 得 的 多 项 式 (Ax), 
B(x,y), C(x,y)) 15387; 25.13) BRE , BIDE 

Hr) A y) — PP, y)BGr, y) 
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十 BM AG €x.) = p, (5.14) 
证 明 ”为 方便 计 ， 将 L(x.)) 简写 为 1:.。 先 证 必要 性 。 设 
(RIS), OXCx,y), GG, y)】 是 协 亩 方程 (5.13) 的 任意 一 组 非 
平凡 解 : 
E e RIGy) 一 Bx, p)0TCx y) + BBa * GIGS) 


=p, (5.15) 
并 设 wy) 一 revu 是 满足 定义 5.4 的 最 简 有 理 分 式 , 其 


h esy) 和 v(x,y) 是 互 质 的 多 项 式 ,于 是 由 (5.15) 式 得 
H+ RI.) * vrsy) — B t tx,y)OFCr,y) 
T: BH, y) = 0, 

id dlas y) 为 R*(x, 0 和 Q7Cx, y) 的 最 太公 因子 ， 则 必 有 
F(x, y) 存在 ,使 得 HCx,y) 一 d(r y) e Hn, y), Mo 

Be A(x,y)0 (8,9) — Pix, y)BCx y) + BinfiCx,y) 

= 0, 
于 是 在 ha 70 或 liam 0 上 有 
B e Ax, yx, y) — B e sry)* Blr,y) m 0, (5.16) 
按 asy) 和 v(x,y) 的 互 质 性 , 即 可 知 在 ej; E eiua 上 vn) 
REAS, Hera, P 除 (5.16) 式 的 两 边 , 便 知 在 ei R en 上 有 
Be A(x,9) — Plr, y) + BCx,y) = 0, 

H pr, y)— ear, yol, y) 再 利用 在 ej-Ueis 上 
DCR * i(x,y)lo(x,y)) 一 DpiP/ (x, y) ORR TARAA Alr, y) 
和 BG, y) 满足 方程 : 

B e A(x,y) 一 82(zyy)B(rzsy) 十 有 eaCCr y) 9 0, 
其 中 C(x, y) 为 多 项 式 . 

再 证 充分 性 。 假 定 {ACx,7), BG, 3), CC, y)) 是 如 上 定 
义 的 方程 5.14 的 不 可 约 非 零 解 ， 于 是 在 eaen 上 BCx,7) 不 
恒 为 零 , 从 而 ,在 ej Ue; 上 有 

HACx, y)/BGx, y) = pr,y), 
DCG * A(x,y)/ BG, )) = Dex»). 
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Viu 


rf 


BU B84(x,y)/B(x,y) 是 满足 定义 5.4 的 最 简 有 理 分 式 。 口 
由 定理 5.5 可 知 ,C' 广义 机 了 通 数 的 存在 竹 取 决 于 形 如 《5.13) 
方程 的 不 可 约 非 零 解 的 存在 人 性。 
显然 ,只 要 协调 方程 (5.13) 左 边 的 最 高 次 数 和 ;适当 的 天 , 它 的 
解 总 是 存在 的 。 为 保证 由 定义 5.4 界定 的 广义 槐 函数 满足 插值 性 
质 ,选取 多 项 式 pS"(x,y) EP 了 ，， 便 得 


kt < 
agy 名 (内 一 bt 


Qt " * . 
gagy P (D 7 9, Ozxk--I«l, ?*1 


E Poi) =0, i j= 1,2,3, (5.17) 
5 


下 面 讨论 相应 于 顶点 的 形 如 (5.13) 型 协调 方程 的 解法 。 因为 
满足 插值 条 件 (5.17) 的 3 次 多 项 式 可 唯一 表示 为 
Pry) = Be pP, y) + di, i= 1,2,3, 6.18) 
其 中 pi?Cx,y) € P, 由 下 列 条 件 可 唯一 决定 : 


gie . 
8*0 y! Uu x Pix ,921,; 一 Lu, Oxk&t-iszl, 


而 4, REUS. Ê PCy) 十 4h), 70 的 常数 ,将 (5.18) 
代 人 协调 方程 (5.13), 得 到 
le Rí(x,) — (L- py + dia) Qin, y) ý 
+ Pa't Bn’ GG xm, (5.19) 
其 中 Rí(G)€ Pas QiG)€Pua, Gy) € PL. 经 整理 
可 知 


LCR GG y) — pPPO09;G. 0) 
= lal(digiGx,y) 一 G, Gy ala. 
因为 Hilis 所 以 必 有 多 项 式 H;(x,y) 《Pw-，， 便 得 
Ríx,3) — PPY) * QíG,y) — liia * HG), (6.20) 
4;Q,(x,3) — Gr 3 Mili = h * Hin Y. (5.21) 
注意 到 di 0, PAUL 
ui 


Qi(x,y) 一 n ü; * Hi(x, y) 十 Gx vd), 


R/(x,y) = playa TF EH, y), 
这 样 就 得 到 了 满足 定义 5.4 条 任 的 相应 于 顶点 v; B5 C' T^ 5C ER 
数 的 一 般 表 达 式 ; 
wiGx,y) = pi? (x,y) > Kant AARTE RATAT, 
(5.22) 
其 中 pCx,y) EP, 和 省 分 别 是 已 确定 的 1 次 多 项 式 和 和 常数， 而 
Hi, y) € P, 和 GG y) € PL, 是 任意 的 非 零 多 项 式 ，(5.22) 


式 在 顶点 e; 处 的 函数 值 以 及 1 阶 偏 导数 值 出 现 了 型 的 不 定型 ,这 


时 可 以 用 PCr, y). 在 该 项 点 处 的 相应 值 来 代替 它们 即 可 。 
当 结 点 为 边 结 点 的 情形 。 A zi 为 例 来 说 明 。 类 似 于 项 
点 情形 的 讨论 ,也 可 得 相应 于 结 点 o 的 协调 方程 ; 
有 一 区 Orz 十 站 Gy) m 0, (523) 
其 中 PPey)6 P, 形 如 
PPC, y) = B o BC) + dll. (5.24) 
将 (5.24) 代 入 (5.23), 并 利用 多 项 式 的 整 涂 社 , 即 可 得 到 相应 于 of 
HJ C' J SERERE CE AUN, 
PEOCMHRHTA 
Gx y M; lin 十 二 É,, y) 
其 中 EG) EPn Cn) € PL, EEERIIAESE RD, "m 
4; 是 已 确定 的 常数 . 
22. FAAS L C' 插值 有 理 样 条 的 表现 
iE 所 x,y)€ C(OQ)，Q 为 平面 上 的 多 边 形 区 域 , AX OBSTE 
意 三 角 阐 分 。Y € 入 是 剖 分 和 中 的 任意 三 角形 单元 《 见 图 5.12). 
HR 69 (3,3). wx) wPx 9), Wa, 30). 是 了 上 的 标准 
C'- [7 SOROR. IEY w(x,y), wir, y) 和 PO, y) 是 
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&x,y) 一 (5.25) 


当 (Es. Em En} 分 别 取 为 {1,0,0}, {0,1,0} 0n {0,0,1} 时 相应 
于 顶点 n 的 广义 橡 函 数 。 定 义 下 面 的 播 值 算 子 


Rx yir 3 Howe, y) 

十 2 Io) * way) + - oway) 
x Oy 
9 (y — aklu — b 9. fv. 

十 人 e;fCo; bi Ox K 144) 

no Wu o. 
; By Kris) Gs) )， (5.26) 

其 中 


e; — 9 wd, b; = E wP), c; - È emn. 
On Qn 


根据 单元 T ERU SCIRE TEIR, MERE dE CT 
《5.26 ) 满 足 如 下 的 插值 性 质 


R(GS») = Kv), -2- R(v) = iC), 
Ox Óx 
Dies Ls OH 
By R(f;v;) y foi), 
Ê RH 一旦 Ko i = 1,2, 3. (5.27) 
On ðn 


RII C5.27 n7 SORAR E A, 可 以 证 明 

定理 5.6 设 Kar, y)EC'(2), AX OCR 的 任 一 三 解剖 
4 AX g— T € A, Tin G.26) my BUSIBEREERCE x. yir. 
则 所 得 分 片 有 理 函 数 ROS.) € C'CO). 

证 明 ”事实 上 ， 只 须 证 明 A 中 任意 两 个 相 邻 单元 上 按 以 上 方 
式 构造 的 有 理 插值 函数 在 其 公共 网 线 上 为 C! 光滑 连接 即 可 , 设 AA 
中 尾 两 个 相 邻 单元 分 别 为 了 ,和 了,, 它 们 的 公共 网 线 为 <。 根 据 ， 
广义 模 函 数 族 的 定义 和 性 质 ,R(f;x,y) 1r, 和 RCf;x,y)1r, 在 网 线 
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e 上 均 表 现 为 3 次 多 项 式 , 且 RO(f;x,y)lz, ARG xy) lr, XE e 的 
两 端点 处 具有 相同 的 播 值 条 件 。 从 而 在 * HES RO(f;x,y)!r, 一 


RO; z, ire 进一步 ， A Rs, y)lr, 和 -2 RSS, y)lz, 
x Ox 


ay Rss) 和 Rss, y)lz, d£ e 上 均 为 - -元 ?次 多 项 


式 ， 而 这 些 2 次 多 项 式 又 都 由 e 的 两 端点 和 内 结 点 上 的 插值 条 件 
所 唯一 确定 ， 所 以 在 <。 LEE 
| ES R(ix.y)s, 一 2 Rss ln, 


3, R(fisy), = A RO(f;x,y) lr,. 


2.3. 3 阶 有 逼近 基 和 插值 有 理 样 条 的 等 价 表示 
为 深入 研究 广义 橡 函 数 的 性 质 ， 引 和 人 下面 的 融 近 基 的 定义 。 
定义 5.7 对 于 插值 格式 


&(x,3) 一 Su, * wx, y), (5.28) 


其 中 u BARAR z(x,y) 在 “ 结 点 ”vz。 上 的 结 点 值 , Gov 2178 
与 {v} 相应 的 一 组 范 数 , 称 {wv(z, y)) 为 大 阶 逼 近 基 ,如 果 

a) 对 所 有 次 数 小 于 大 十 1 的 多 项 式 xxryy)， 式 (5.28) 精确 
成 立 , 即 


u(x,y) = 5 H * wE, Y), (x, y)€ Q; 


hb》 存在 一 个 次 数 为 & + 1 的 多 项 式 Cry), 使 得 a) 中 的 等 
式 不 恒 成 立 ， 

如 果 在 (5.22) 和 (5.25) 中 适当 地 选取 Hry), GG, y) 和 
让 (x,y),Gi(x,y), 则 可 得 到 不 同 的 广义 棉 消 数 、 例 如 G,Birkhoff 
和 L. Mansfield?) 的 三 角形 单元 上 的 基 沪 数 就 是 本 季 结 果 的 特 
pi. 

E m-—5,Xok8cT ERA 2 R LEAN 具有 A 
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共 的 分 母 , 则 可 推 得 此 公共 分 母 形 如 
QCx,y) = Chh + Chh + Cul, (5.29) 
其 中 Ci(i 一 1,2,3) 是 任意 非 零 常 数 ， 
定理 5.8 如果 单元 T 上 的 C' Jr SCRPRBUR RUN AE 分 母 ， 
则 此 C' 广义 棉 函 数 族 便 构成 TT 上 的 3 阶 通 近 基 。 
证 明 设 忒 xy) 是 任意 的 3 次 多 项 式 , 则 


RC x.) — fx») a PG), 一 r(x,y), Cx,y) ET, (5.30) 
QCx,y) 


根据 广义 棉 函 数 的 福 质 ,r(x,y) 在 结 点 处 满足 齐 次 插值 条 件 ， 且 
在 工 的 可 表现 为 3 次 多 项 式 。 由 代数 曲线 理论 ， 知 P(x,y) 必 合 
因子 K 号 .如 但 这 是 不 可 能 的 , 因此 只 有 Px,y) 一 0， 从 而 
EC! 广义 栋 函 数 族 是 工 上 的 3 MEE, 0 

若 特别 取 C; 一 16 一 1,2,3), WATT ER 3 阶 通 近 基 为 


d il lH t+ BS) 
(Soa 1,9, $o? 一 BECA, + Bl, + C.) H E2258 V 
tSo0s Shs0 xy) (A i2 "» Lh + Lh + Lh , 
(5.31) 
Bp (5.32) 


Sy) T 7 DELL UC 


其 中 
Ai = Eal), 
B, = (i — DP, — O 一 y09)0/CG 一 x) 
— y) — Gi — y0€n — x), 
Ci = (y — »09: — (a — z)P)O/ (Cn — x) — Y) 
— (n — y): — 22), 
P, = Eu Bn) 一 28, * (5 一 YDA), 
Q, = &£J BC) — 284 * Cas — a) iG, 
di — —QCA + CC $0) : (ED * Cv, — x0 — y) 
+ s — x) — x0) F AORC GG, 
— y) — x0 — s 一 xz) — zx) 
TB, (Gu ny t Qn — 2) 
+ 294 * 


PEDLER C 一 xY + G; — »0»» 

d, = /CN or 一 2 十 (7 — 3250» 
而 nf! (x y), wife het! (x y), W(x, y) 和 |n, y) T 
对 上 述 表 达 式 通过 上 (下 ) 标 的 适当 轮换 来 得 到 ， 于 是 单元 了 上 的 
3 阶 cux 

wry) = wi Nr), wiPCx,y) m wey), 

waxy) m way), dix, y) — Vix, y), 5 — 1,2,3, 

为 得 到 便于 应 用 的 插值 有 理 样 条 函数 的 等 价 表 示 ， 将 单元 7 
上 具有 公共 分 母 (5.29) 的 C' [^ SCERIB SI (6. (526, 经 整理 得 


3 


RC; x,y )lr = D alra y) Py), (5.33) 
tei 
其 中 
-— edil. 
MaE o RENE! 
išjšž $j, isj k = 1,2,3, (5.34) 


而 p (x,y) € P, 为 满足 下 述 插值 条 件 的 多 项 式 


get o Qs" 
dray e or PATT LASAR EISI 


EPD — 2 rogo, i= 1,2,3. (5.35) 


在 曲面 设计 等 问题 中 ， 人 们 常常 构造 满足 插值 条 件 (5.35) 的 
三 个 插值 多 项 式 p(x,y)(i = 1,2,3)， 再 作 这 三 个 插值 多 项 式 
的 凸 组 合 《5.33)， 

RER (ox, 3) r 具有 下 面 的 性 质 : 
2 a(x,9) = i, a(x, Dia =; 一 n j 2 s ij = 1,2,3. 

(5.36) 

KX 8126.35 BA SRAI SCRER BUD 法 
X48. 

综合 这 一 节 的 结果 ,有 
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定理 5.9 ”入 为 平面 多 边 形 区 域 @ 的 任意 三 角 剖 分 。 WEA 
土 55 光 请 的 有 理 样 条 函数 类 的 最 少 自由 度 是 3N, 十 Ns, 其 中 N， 
和 mas 分别 是 剖 分 A 的 顶点 和 网 线 的 个 数 。 


$ 3， 三 角 剖 分 上 的 C 插值 有 理 样 条 函数 


在 计算 机 辅助 几何 设计 等 一 系列 问题 中 ， 常 常 也 需要 构造 具 
有 2 阶 光滑 度 的 曲面 ， 本 节 将 讨论 具有 局 部 支 集 的 C: 有理 样 条 
函数 类 的 构造 方法 。 本 节 所 采用 的 方法 ,仍然 是 广义 槐 函 数 方法 。 
31 Cty XGRPSECR RAS 
仍 设 QC R" d&sERI EE DEDI, A 是 号 的 三 角 剖 分 ， T€ 
AR n, n wv; 为 顶点 的 三 角形 单元 ，ei(i 一 1,2,3) 是 了 的 边 
界 ,它们 的 方程 分 列 是 Lesy) 一 0， 并 选 定 Le, y) 的 形式 ,使 
得 LC) 7 0, 
在 单元 TT 上 按 如 下 的 方式 选取 结 点 : 先 选 了 的 三 个 预 点 为 结 
点 ;再 于 了 的 每 一 边界 的 内 部 选取 三 个 不 同 点 ， 记 为 9(, oR, ot 
G — 1,2,3), 并 称 之 为 边 结 点 。 
定义 5.10 对 任 一 结 点 n, 构造 相应 的 有 理 哨 数 
FTCxzsyD)RTCxyy) _ 
waxy) 一 —WG S (5.37) 
HAERA GC x0) 26 Aer LEER, RET Fe: 
a) 当 v 为 顶点 时 ,有 
i P—4 


at me 
(D 7 iain) T Eia ~ È NEELILILIS 


D aa; zw xy) = 0, sitji s<2, (x,y) E egs 


OR a= jn 


€ estilL es» pe dol. 为 某 一 5 次 多 项 式 ; 
b) 34 e, 为 边 结 点 ,如 e, 上 的 点 via 时 ,有 


Px), 0i TjeE2.y) 


*293* 


& 
D A eo) Us. ko 1,2,12 1,2, 


gi ` * 
2) or’ N 0s ije2,(ny€eaUea, 
) gie MA ) 一 - PP ) 0ci-c-is2 
8s99y ^79 $295 x,y), 0«iMjix2, 


Cry) € e,, 其 中 名 Xr,y) € P, 为 某 一 5 次 多 项 式 , 并 约定 e, 
ME 
若 定义 5.9 (E ARAB, (Phase 和 subo 分 别 
B (1,0,0,0,0,0) 和 {1,0,0} 的 所 有 排列 时 ， 相 应 所 得 的 有 理 
函数 族 称 为 标准 C? 广义 模 函 数 族 ， 与 前 一 节 关 似 , 《5.37) 式 中 的 
F(x,y)，Rs(x,yY) 和 0,3) 分别 被 称 为 相应 于 结 点 v, 的 相 
对 元 素 , 相 邻 元 素 和 伴随 元 素 . 
以 下 讨论 C? 广义 模 漠 数 族 的 存在 性 和 具体 构造 问题 ， 
对 于 顶点 wm。 假 设 满足 定义 5.9 的 CLRAE, E 
fs LFÓr,y)R(x,y) 
Kn Q;Cx,y) 
由 广义 棉 函 数 的 性 质 ， 只 须 选 取 相 应 于 结 点 s; 的 相对 元 素 为 
F(x,y)—ÜU(x,»). 与 前 一 节 类 似 , 由 Bezout 定理 , 可知 R(x,y) 
和 Olay) 一 定 满足 如 下 的 协调 方程 : 
Bo Rx,y) — p9x,y) * Ox y) + Bn BrGix,y) 
= 0, (5.38) 
与 定理 5.5 类 似 地 有 
定理 5.11 ”如果 协 调 方程 《5.38) FEIER, 则 为 使 小 足 定 
义 5.9 的 最 篇 有 理 分 式 wlr, 3) = G e RS 4 (x, y) FE, 
必须 且 只 需 协 调 方程 (5.38) 的 任意 一 组 非 零 解 RT ,30. OTC x, y) 
和 Gx,») 在 约 去 一 切 公 因子 后 所 得 的 多 项 式 A(x,y), B(x,y) 
和 C(x,9) 仍 是 形 如 (5.38) 的 方程 的 解 。 即 
Be Ax.) — P(x,y)BG y) + Bue Br CG y) 
= 0, (5.39) 
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所 以 为 求 满足 定义 5.9 的 C: 广义 模 函 数 只 须 求 得 形 如 协调 方 
程 (5.38) 的 不 可 约 非 零 解 。 

对 于 顶点 结 点 n, 为 使 相应 的 广义 模 函 数 wi(*, y) 满足 定 
X 5.9 中 界定 的 插值 条 件 , 应 选取 py (xy) EP,， 使 得 


Qi R ; 
55 (0 7 E. 


gut te š . 
EREN Ps (e; e 0, osi tis?, 1 f, 


9 por) wa E PS Wit2) — 9 pi? v1?) = ĝ (5 40) 
On MT On 3 2r1 Ey 5 22 . . 


上 面 式 子 中 约定 WU = ofr. 
31385.10 ”满足 插值 条 件 (5.40) 的 5 次 多 项 式 恒 可 表现 为 
Bay) — DH pO) + lli x.y), i= 1,2,3, (5410) 
其 中 pasy), PPG.y)€P, H 
$0(x,9) = All; + Bill; + Cil, 
证 明 显然 ,满足 条 件 


Sor Urn * PG, m E, HI? 
的 2 次 多 项 式 Cy) 是 唯一 存在 的 。 若 记 
BPGy) — Pey) — Be Psy), 
则 »(G 一 1,2,3) 是 代数 曲线 PGy) = 0 的 3 重 零点 。 因 此 
BÓGuy)— 0 以 Guy) 一 0 G= 1,2,3) ARAR 
PBA) = heheh py), 


H 
(x,y) = Ahh + Bill + Cil, 
其 中 A, Bj, Ci 由 多 项 式 pPP(x,y) 在 wz 上边 结 点 处 的 法 向 条 
件 所 唯一 决定 。 a 
将 (5.41) 式 代入 协调 方程 (5.38)* 得 到 
B o Rí(x,y) — GL pP y) + uat Hoa * PG yO Gn) 
+ Banba) = 9, (5.42) 
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其 中 G《x,y) = GG y) Ge, ?)。 往 后 便 假 定 (5.38) 式 左 端的 
RAKED m. PEELA, A 
ÉCRG,y) — pPP(x,3)00 (x, 92) 
= lala $09) — Bala). 
根据 多 项 式 的 整除 性 理论 , 存在 一 多 项 式 h(x, y) € PL, EE 
Rj(x,y) — px,y)0;(x,y) — lihih Cy), (5.43) 
Pis) * Qi) — BaliaG sy) = Be huy). (5.44) 
再 将 Bx.) 代 人 (5.44), 经 整理 得 
LC; * hix y) — (Ailim + Bia) * Q(x, »)) 
= LaliaCeiQi ny) — lilia n). (5.45) 
这 说明 ,存在 多 项 式 Kx,y)€P.., Gi 
C;* QGx,y)— ld; ny) = li* K(x,y), (5.46) 
Rr — (Ailim t Bilita)* Q(x,y) 
= lulia t K(x,y). (5.47) 
于 是 有 


OCI) = È loda Gr) + e o Kies) (5.48) 
和 
(bie, y) 一 es tha t Bilim) * Ki(x, y) 
= las KC, y) + 四 (Ailin + Bil;4:)G;(2,y)). 


(5.49) 
由 多 项 式 的 整除 性 和 (5.49) 式 , 知 存在 一 多 项 式 Lr, y) EPa 
使 得 
hx, y)— 过 (Ailin + Bilin) * KQx,y) 
— hnli * Lx). (5.50) 
Kx,y) + Z Ailn F Bil); y) -l;*L(x,y) (551) 
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所 以 
Ks) 一 — 3 (AmB Gr) + he Liley), (52) 


于 是 协调 方程 (5.38) 的 通 解 为 
Qix,y) = — d Gs) — 2C jl; uli DG.) 


1 
Ds D : Lx»), 


Rí(xz,y)—7 —— UP o PG) — 2Cili dis) 
(5.53) 
cT CA 十 Bil; Yl uis. y) 
十 = (B+ pP, ob Badisa 
* PP(x,y)) * L(x, y), 
GG,y) = L* G(x,y), 
其 中 G(x,y) € Pa- Ly) € P, 为 任意 的 非 零 多 项 式 ， 
对 边 结 点 ,例如 e; 上 的 结 点 。 相 应 的 协调 方程 是 
Ba * Bat Rx.) — $0(5,y) * ONx,y) + R e GIGS) 
zs 0, (5.54) 
其 中 pry) EP, REFS H 


Ati d 
atum $5) = 0, 0 EF 1e, rm i Lui 2, 


PC 一 sià, D: pec m on. D geom o d 
的 5 a 而 这 样 的 5 次 多 项 式 可 以 表示 成 
$9 (x,3) 一 PO) pz) 十 ll * piy), (555) 
此 处 p(x,y) 一 Aill; + Bihl; + Gill, 且 常 数 4;, B; 和 Ci 由 
e; 上 边 结 点 处 的 插值 条 件 所 唯一 确定 ，p:C(x，y)《P, 为 任意 的 2 
次 多 项 式 。 
将 (5.55) 代 人 (5.54) 式 ,类 似 于 顶点 情形 的 推导 ， 最 终 可 得 方 
程 (5.54) 的 通 解 表达 式 。 例 如 
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Rr,y)= li* Rx,y), 


QXx,y)— =A) — 2C lil o y) 
i (5.56) 


I 
十 c s TERAP 


其 中 Rasy) E Pn d S(n y) € Pu 是 任意 的 多 项 式 。 
由 (5.53) 和 《5.56)， 即 可 得 到 单元 TT 上 的 广义 模 函 数 的 表 
X: 
v(x,y) — XM ROS ;1, 
ids Qi x,y) N a 


[A Ciba’ ht K R(x,y) 
Q Xr,y) 


&—1,2,1- 1,2,***,k i= 1,2,3, 
式 中 Rasy), Qy) 和 Rx), Qx,y) 分 别 由 (5.53) 和 和 
(5.56) 式 给 出 。 这 里 ， 广 义 模 函 数 在 顶点 nC = 1,2,3) 处 的 函 


数值 和 一 阶 偏 导数 值 出 现 NOREN, ERAH Pr, y) 


eO, y) = 


在 上 处 的 相应 值 来 代替 它们 即 可 。 
由 上 述 的 过 程 , 可 知 
pw) m ER, 0 EFIE, 


起 wl) mm 9, Zus LCS - un, eid EC E uS 


也 就 是 说 win, y) 和 owUx.») G= 1,2,3, 5 — 1,2, 1,5) 
分 别 与 给 定数 组 {Phere 和 usos) 有 关 。 特 别 地 ,如 
AE (Gee 和 Gus bus 总 让 分 别 ORTI. 0, 0, 0, 0, 0} 和 
(1, 0, 0} 的 所 有 排列 , 则 所 得 相应 的 有 理 函 数 族 便 是 标准 C 广义 
棉 函 数 族 ， 于 是 可 得 到 单元 了 上 的 C: 广义 槐 函数 族 , 并 记 为 

{wi axy) iC n y ) AS Casy) aor ) oie, k= 1,2,3, 
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i12. 三 角 剖 分 上 C: 播 值 有 理 样 条 表现 

设 和 是 平面 多 边 形 区 域 OC R* 的 三 角 齐 分 , 基于 前 一 段 中 结 
点 的 选择 , 除 剖 分 的 顶点 外 ,在 每 一 网 线 的 内 部 选取 三 个 互 异 的 点 
作为 剖 分 的 结 点 ， 根 据 结 点 处 的 标准 C? 广义 攀 函 数 族 {w(x， 
Fw wC, y), tgxzs?)jociriczy k= 1,2, s, 一] 
Zyret Ne, 对 f(x,y)€ C2), 定义 插值 算 子 

Rss yr ~ B| 23 AP + we,y) 


ki Oije 


+ (Dai — D atro onim) Gy) 


O«iei«l 


+ (Ke) D eene). ation 


gitien 
9 Y a +0 + (#4) 
+ (Si C» uU fü JL so x y) ) 
G,9)€ T, (5.57) 
其 中 为 A 中 以 aa 2,3) 为 顶点 的 三 角形 单元 ,而 


fip = fí» t), agn -— E wirt, 
n 
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i) 
这 里 约定 十 3: 一 不 
根据 C? 广义 模 函 数 的 性 质 和 RC; ry) 的 定义 ， 不 难 证 明 
R(Cfixsy) 满足 插值 性 质 


s RCG n) = 925; O Na 
du on k= l2,:-*,N,, 
RGD ~ Pio, S naim EID, 


Z Rs D= - ga $ l, 2,- 1t SNR 
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定理 5.13 设 0 是 一 多 边 形 区 域 ， 人 入 是 0 的 三 鱼 剖 分 ， 
fCx,y) € CAO). 则 由 (5.57) 定 义 的 分 片 有 理 插值 闵 数 R(f;x,y) € 
c9), 
定理 5.14 平面 多 边 形 区 域 0CR? 的 三 角 剖 分 A 上 的 C0? 插 
值 有 理 样 条 函数 类 的 最 少 自由 度 是 6N, 十 3Ns, 其 中 N。 和 Ns 分 
别 是 剖 分 入 的 顶点 和 网 线 的 个 数 . 
3.3. CC! 插值 有 理 样 条 的 等 价 表 示 
在 前 一 外 中 假定 mw 一 9, 且 单元 T 上 的 0! 一 广义 橡 函数 族 具 
有 公共 分 母 . 经 适当 选取 (5.53) 和 (5.56) 中 的 GG). Lis)», 
Rx,y) 和 S(x,5), TE 0;(x,y) 和 QR) 都 县 有 形式 
8(zy) 一 号 十 PT (5.58) 
其 中 a, 8,7 为 任意 正常 数 。 其 实 , 还 可 取 (5.58) 所 示 的 QC, y) 
作为 单元 T 上 所 有 C: 广义 株 函 数 的 公共 分 母 。 
利用 (5.58) 所 示 的 @(x,y)， 按 (5.57) 式 定义 的 插值 算 子 
R(x,») 可 以 表示 为 
R(f;z,y) = 之 aí(x,y)B8Xx,y), (x,) €T, — (5.59) 
其 中 
Beh 
aBF. + BEBE + Bp? 


( hoe Le (5.60) 
mr Y) Sh. BF BE E+B R? ` 


ahi 
ali + GERA BE 
而 Bry) EPCG — 1,2,3) 由 如 下 插值 条 件 所 唯一 确定 


gs či V Qt 
ETE Bs (Cv,) 8xt0 yl Kx»); 


Oc k-- x2, ir 1,2,3, 


" n 2 H à 2 
È act) = 2- rub, Z BPC) 一 EID, 


alr, y) = 


az, y)- 
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et 


O jy sy o 21 : 
a) P (ot = s, » i17 l, 2,3, (5.61) 


(5.59) 式 所 示 的 正 是 Blending 插值 方法 中 的 Littie-Brown 格 
式 。 

MEHE ARAR oa(x,y)(i 一 1,2,3) 具有 如 下 的 性 质 

» ax ,y) 77 0, i= 1,2,3, 


ii) 21«G») =], 


ii) a(x, Yla = $i, DejCs, »)l.; 一 0, DD 为 微分 算 于 ， 
fj = 1,2,3, l 
而 满足 插值 条 件 (5.61) 的 5 次 多 项 式 可 表示 为 
BP x,y) = li * fiP(x,y) + Be pP Cn, y) 
+ Be pay) + ll * Qf. y), 
其 中 piU(x, y) € P,, k= 1,2,3 由 下 面 的 条 件 所 唯一 确定 : 


a (CERET D] 1, 一 D fC) Os+t2; 
0x'05' i 2 , rh 8r8y k75 cx < 


Of9(z, 一 4 十 BT 二 CR 此 处 4;, B; 和 Ci 由 (5.61) 
中 边界 法 向 导数 的 条 件 所 唯一 确定 。 
可 以 证 明 , 插值 格式 (3.59) 对 5 次 多 项 式 是 精确 的 。 


$4. 三 角 剖 分 下 5” 播 值 有 理 样 条 函数 


同 前 面 类 似 地 ， 为 在 三 角 剂 分 入 上 讨论 C* 一 有 理 样 条 吵 数 
类 ，、 必 须 先 选 取 剖 分 A 上 的 结 点 ， 结 点 的 选取 可 按 前 画 类 似 的 方 
式 进行 。 例 如 将 剖 分 的 顶点 取 为 顶 结 点 。 再 在 前 分 的 每 一 网 线 内 
部 选取 alat 1)12 个 点 ,作为 边 结 点 。 在 这 边 结 点 处 将 赋予 泪 
应 法 向 导数 值 。 常 把 第 i 条 网 线 上 的 结 点 记 为 > 它们 通常 被 
选 为 网 线 的 等 分 点 . 

设 了 是 剖 分 和 中 的 以 v, vw 和 vw 为 顶点 的 三 角形 单元 ,的 
三 条 边 Cl €; 和 e; 的 方程 分 别 为 he, y) = 0, h(x, y) —- 0 和 
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l(s,y) 一 0， 其 中 假定 线性 多 项 式 x,y) (i 一 1,2,3) 满足 条 
件 Ba) 0 人 0 一 1,2,3), 

定义 5.15 设 三 角形 单元 T&A,{v,} ET 上 的 结 点 组 ,对 任 
一 结 点 v,, 构造 有 理 函 数 

F(x,7) * Rlx, y) 
^ Qm» - (5.62) 
BARRARI (wry) 29 C" RRR, 如 果 它 们 满足 : 
a) H v, 为 顶点 eCo: 一 vu) 时 ， 

i) D'wi(v,) = ER, Dwu) = D'wi(viai) = 0, 

Irl= rtr, [rl xu. 0n 20, n 20, 

ii) D'w((x,y) — 9, |r| S a, (x,y) €e, 

ii) D'w,(x,y) = Dp xy) Ir] S p, (x, y) €e sU 
e,4, 其 中 (GI hern rie 29 A 5E 8 RC 7H. PISO 32 € Pha; 
s= 1,2,3 均 为 2p 十 1 次 多 项 式 ; 

b》 当 v, 为 边 结 点 vA 1,2,*-*,4,1— 1,2,--:, 5) Hf, 


: k P 
i) r5 woe) 一 5 本 


wax, y) 一 


=- 全 LE PE SUE: K = 1,2, A, 
0 ËI R RKS k, Pel, k, 

ii) D'w,(x,y) — 0, Ir] & a, (x,y) € eri enm, 

iii) D'w,(,y) = Dp (zx) [ri & n, (x,y) Ees 
其 中 py) eP, s= 1,2,3 5% 2a 十 1 次 多 项 式 ，C* 广 
ARAR denle, y) 0xXrdorsx&., ix. y) 
kz4,2,-:,2,171,2,:---, k}. ZUT, Fersy), 
RC, y) 和 Olr 3). 分 别称 为 相应 于 结 点 v, 的 相对 元 素 , 相 邻 
元 素 和 伴随 元 素 ， 

以 下 讨论 三 角 剖 分 和 上 C* 广义 株 函 数 的 存在 性 和 构造 方法 . 

当 结 点 "为 顶点 办 时。 根据 C^ 广义 覃 函数 的 表达 式 (5.62》 
DAR ii) 知 , 只 须 选 取 与 其 相应 的 相对 元 素 

Fx,y) 7 (C0). 
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根据 条 件 i) miii), 
D'wx,y) — D'e$u(Gx,y), Iri S n, (xD € eU er 
而 当 r—(0,0 时 ,由 于 
sy Ry) = day), Gy)€ e aUe, 
Q(x,y) 
所 以 在 eUe E fg 
E (yy )R(,y) 一 PC x00 €x.) = 0, (5.63) 
根据 Bezout 定理 ， 代 数 曲 线 (5.63) 以 eR cs 为 其 分 量 。 亦 
即 必 存 在 G(z;,y7)e 了 P。:， 其 中 因为 w(x,y) 分 于 的 最 高 次 数 ， 
使 得 
Ba, yR, y) — 0C x Or,7) 
aya, y), y) m 0, (5.64) 
在 1rf 一 ! 时 ,也 可 作 相应 的 讨论 ,从 而 
bt RS) — Ken * Qs y) + Be Ba sy) 
一 0， (5.65) 
其 中 多 (*,y)e Ps， 事实 上 ,由 假设 条 件 知 
p(E 5n) = DPbbaG,), (x, Y) € e aUe, 
Rp 
QG,) * LD) * Rx, y) t E" - DR(S,y)1 
— it e R(x,y) * DQOCx,y) 
- O(x,y) * DC (xy), (x,32 € eU er 
g 5.64), 
DCH!) © RS y) 十 EU e DR(XS,) — Qi x) * DEG) 
— Bi G.3) — DQ/Guy) 十 DG den) * Gy) 
+ dabat D(GG y) = 0, 
因此 不 难得 到 在 e; 和 c; LER GO) 一 0. RA GG )& 
有 因子 Ga t lkx,y)， 于 是 (5.64) 可 写成 (5.65) 的 形式 。 
类 似 地 ,相应 于 v. 的 相 邻 元 素 与 伴随 元 素 满 足 
BU Rn) — BOSG) * 9€ y) 
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TB EG, y)m0, (5.66) 
其 中 G(x,)€P. so. 方程 (5.66) 称 为 相应 于 结 点 v, 的 协调 
方程 。 
为 使 (x, y) 满足 插值 条 件 1), 选取 Pian y) 为 满足 下 
面 播 值 条 件 的 多 项 式 
i) DRC) = 52,, D'pu(Gn = D PCa) m O, 
B pud Ir| 一 六 十 mr xu, (5.67) 


ii) x n po Cv) 一 0, — l, 2 1 2, k, 


当 结 点 v. 为 边 结 点 vs 各 时 。 可 选取 其 相对 元 素 为 
Fox) = EPI y) * PCs). 
类 似 于 顶点 情形 的 讨论 ， = 可 推断 相应 于 结 点 i 的 相 邻 元 素 和 相 
对 元 素 满 足 方程 
站) 一) 
c.g mo, (5.68) 
其 中 Bia x.y3€ Pa 是 满足 条 件 
i) D'PiAC va) 一 D'eio Co) — 0, 


ræ (rar), Iri= rnt rs dr ox a, 


iD -= Kial ko r) 一 Sk 


yn AO 
0 FR GEPIGRE, =l, k 
的 2w 十 1 次 多 项 式 , 而 Go. €eP.qe. WR. ne 
X5 A v, BADE. 

类 似 干 定理 5.5 的 讨论 , 可 以 新 言 寻求 满足 一 结 点 处 的 C* 广 
义 移 函数 与 求解 与 其 祖 应 的 协调 的 不 可 约 非 零 解 组 是 等 价 的 。 以 
下 讨论 协调 方程 (5.66) 和 (5.68) 的 解法 。 

不 难 蛤 证 ,对 于 协调 方程 (5.66)( 或 《5.68)) 的 一 组 解 (R(x， 
y) QG3. Gry) GE (Gy). 0X2, GO (x32) 
存在 公 因 子 的 充分 必要 条 件 是 R(x,y) 和 QO.(z,y) CR RIO (x2 
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和 9 信人 zyy)) 是 可 约 的 。 因此， 为 求 得 满足 定义 5.15 的 最 简 形 
式 的 C* 广义 移 函 数 , 只 须 加 出 相应 的 协调 方程 的 不 可 约 非 零 解 。 
为 求 员 协调 方程 (5.66) 的 通 和 解 , 先 介 绍 下 面 几 个 引 蛙 . 
5| 理 5.16 满足 插值 条 件 (5.67) 的 2g 十 1 次 多 项 式 pias, 
DEIRA 
PCy) = B PEN) + bi sy (5.69) 
证 明 设 Pi Cry) E Pan Bt 
D'Us*(e, y) * BNxY)] |,, = $20,» 
r= (rr), irent, Irisa 
所 唯一 决定 , 令 | 
Pax. ) = nay) ry) * $2x.y), 
则 容易 证 明 vi = 1,2,3) ERAN PEG. Y) 一 0 的 Fg 填 1 
重 零 点 。 因 而 Pau = 0 与 直线 Ly) = 0 共有 24 十? 
个 公共 零点 。 根据 Bezout 定理 和 L(x,y) 的 不 可 约 性 ， 即 知 
PiaOuy) 含有 因子 hx, Yle, YAL, y). MEE Pio n, 
yY) E Pen)y 使 得 Pu xy) = lhl [UNT ETS DA Dj 
538 5.17. 引 理 5.16 中 的 多 项 式 Pico (x32 € Pao 可 表 
为 
Bole, y) = I1 * BOO D + Lat ba * Pi. y). 
(5.70) 
证 明 事实 上 , 引 理 5.16 中 的 Pe-o) 满足 下 面 的 插值 
条 件 
D'fi, Cv) = 0, Iri xa —2, i= 1,2,3, 
i B(x,y) EP pa 是 被 下 面条 件 
DCE e Key) = DPR- Iri 5 —1 
所 唯一 确定 的 4 一 1 次 多 项 式 ， 则 顶点 v, 是 代数 曲线 
Piu. y): = Pic. y) — It PAGOS. y) m0 
的 上 重 零点 。 KERJ, vri 和 gs: 也 都 是 Pi xy) 一 0 的 
4 一 1 重 零点 。 于 是 直线 La) 05 Lux, y) 一 0 均 与 
曲线 pin-u(x.3) 一 0 有 2 一 工 个 公共 零点 (包括 重 数 )。 从 而 
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总 -Kxzy》》 含 有 因子 二 -六 C 
一 般 地 
引 理 5.18 多 项 式 £i oy) € Piu 恒 可 表 为 
和 人 -DCzy7 m EE e EP Gy) La e abi aco. Y), 
k-—1,2,-,5—1, (5.71) 
利用 引 理 5.16, 将 piDu Cs, y) 的 表达 R GDR A DE 
(5.66), 并 利用 多 项 式 整 除 理论 ,可 知 
E e Ry) — Gt BO y) HR La Labo» 
* Quy) + EE e MN Gry) = 0, 
经 整理 得 
EO) — E32 * Ox,y)) 
el Lau aX x y)9 s. y) — Itt GO,y)). 
由 多 项 式 的 整除 性 理论 ,存在 非 零 多 项 式 HL (ny) € PL, s, 使 得 
Ry) 一 PE) * Q3) = Lala t Hy), (5.72) 
Bi. -o05,30 * OF) — Fe Da * GPP(x, y) 
—E:sHx,y), (5.73) 
ik Him RE UMZ; $2 (5.66)R1C 5.68) E Ao DRE aR. 由 《5.72) 和 
(5.73) 知 ,只 要 求 得 Q,(x,30,. GP, y) I H,Cx,y) 便 可 以 求 出 
R9) 了 :结合 引 理 5.17， 将 Piol) 的 表达 式 代 和 人 (5.73)， 
经 整理 得 
La * PnP x, yO (8,90 — BIG) 
= OU HG.) — Pes *QG,»). | (74) 
因而 存在 一 非 零 多 项 式 S(x,y)《 P。。-1， 使 得 
L* HG — G9) = Lala SG), (35) 
Pia- y) Cery) — ERR GCE, 3) = I S(x,y), C576) 
再 将 引 理 5.18 中 的 0305 5(x,30. 的 表达 式 代入 (5.76), 重复 上 面 
的 讨论 过 程 , 必 将 在 有 限 步 内 求 得 8,(x,y》 的 表达 式 ， 然 后 逆转 
上 述 过 程 , 便 可 最 终 得 到 R,(x,y) 的 表达 式 ， 
对 于 边 结 点 情形 ， 因 为 协调 方程 (5.68) 中 的 多 项 式 pia, 
Y) E Pipy1。 在 形式 上 也 有 类 似 于 引 理 5.15—5.17 的 结论 , 所 以 可 
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以 通过 类 似 的 讨论 得 到 相应 协调 方程 的 非 堆 解 组 。 - 
假定 已 求 得 协调 方程 (5.66) 和 (5.68)) 的 一 组 不 可 约 非 零 钥 
RAx,y), Or,y), Gile, y) REC, y), QD), Gin, Y), 
Wi pt 
W(x, y) = tr Ray， 
Q(x,7) 
Wis») 一 XE c m (5.77) 
kx, y) 
必 为 满足 定义 5.14 的 C^ SARER 
值得 注意 的 是 45.77) 式 在 了 的 顶点 处 的 还 数值 以 及 各 防 偏 导 


数值 出 现 ^ O DREE AR Haly) 及 Pss y) 在 


MODE 
设 bo x,y), 9 « [rl "Su, vix, y), k=], 23,* uT. 
l= 1,2,**-, ria 是 三 角 形 单 元 T 上 记 e 取 W 
Maty 个 
Ta 
{1;0,……;0} 的 所 有 排列 而 得 到 的 标准 C^ P^ A Pass f(x, 
yje CKQ)。 定 义 插值 算 子 


RCH; D=], D one owe) 
0 &r,* r,& M L 


2) gtr: 
+ > D | Bom- Tec arar: fi) 


E mone Ih, (EJET. (578) 


EE lig iie 


DE s ; R(f; »,) —€—— Dor F), 


Be us Ir| 9 non, r| me, 


i ROUSE) ~ SECO 
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E-1,2,5,50,1-51,2,*:,k s =™1,2,3, (579) 
定理 5.19 i QCR' 为 多 边 形 区 域 ,和 A 是 8 的 任意 的 三 角 剖 
分 , 且 Fly) e C*(Q)。 若 在 和 A 中 的 每 一 单元 上 构造 形 如 《5.78) 
的 插值 有 理 函 数 , 则 R(f;x,y)€ C*(8)。 
WS) RET AT 是 三 角 剖 分 和 A 中 的 两 个 相 邻 单元 ， 其 公 
共 边 为 eil, y) — 0, ifj v — (G0,50) A v! — (0,59) 是 
e 的 两 个 端点 , 记 
R(x,7) = RC xl: — RCBix Dl. 
往 证 在 < 上 
DrR(z,y) 一 0，|7| S n. (5.80) 
因为 O'UR(x,y)/0xn0y* Clr| =r +r) RIEF I Inl 十 1 个 
方向 导数 线性 表 出 
ORC y) Qtr! R(x, y. , OU! RG: y) Q''R(x y) 
On" ? Baar ' 7 Onr? Br! 
其 中 3818z $1 0/0r 分 别 表示 沿 方向 的 法 向 导数 和 方向 导数 ,这 
样 ,只 需 证 明 , 在 < 上 
gin 
mbrn 


R(x,y) —0, rr; 一 0,1 p, Ir] Sr trn Se 


(5.81) 
Hi C^ 广义 模 函 数 及 其 各 阶 偏 导数 在 单元 的 边界 上 表现 为 相应 的 
多 项 式 的 性 质 可 知 
D'R(z,y) 一 D'z, y), Ir| s e, Cy ee, 
其 中 ons) E Pun EE e i 上 边 结 点 处 满足 齐 
ipa 2p 十 1 次 多 项 式 。 


‘Dl = Z ay P »)l. 


Ëa 


= z Eie CO? 十 (xz — 40? y( 十 (yi — 9), 


此 处 :€ [0,1], & —1,2,:**,.p, 由 定理 的 假设 及 c? D XB 
数 的 性 质 , 易 知 2,00 为 2p 十 1 一 上 次 多 项 式 且 满足 
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ELIO) - 5 £I) = g) = m t = 0 (582) 
其 中 因此 必 
有 £(0509(a—1,2---,4). BEBE 


El) =o, j—1,2, 口 


定理 5.20 FESHER OCR HZA AEA C 插 
OE RE Reit og» gue ( ud 2 i N+( vs. 


RE N, 和 N: DIES ABS TRUSURTIREARERO Rc, 
下 面 的 表 烙 列 出 对 相同 光滑 度 的 Zenisek 元 89. 加 细 分 片 多 
项 式 元 “和 有 理 元 的 最 少 自由 度 之 闻 的 大 小 关系 。 


dim$z (T) dim$z,(T*) 
Zenisek 元 加 细 元 
21 12 
55 28 
195 51 


dimRS(T) 
有 理 元 


12 
27 
48 


2,4411 
It 


Sp 4005 3 上 十 3 也 十 6 才子 


图 5.13 


$5. 正则 四 边 形 剖 分 上 的 插值 有 理 样 条 


设 0CR? 是 平面 上 有 界 的 单 连通 或 多 连通 多 边 形 区 域 . 若 t 
为 2 的 仅 由 凸 四 边 形 胞 耽 组 成 的 剖 分 ， 而 且 * 中 四 边 形 胞 腔 的 各 
边界 内 部 没有 其 它 的 顶点, 则 称 z 为 2 的 正则 四 边 形 剖 分 ,可 进行 
四 边 形 剖 分 的 多 边 形 区 域 称 为 可 正则 四 边 形 割 分 的 区 域 ， 坟 下 恒 
假定 多 边 形 区域 2 是 可 正则 四 边 形 剖 分 的 ， 且 = 为 9 的 正则 四 边 
形 剖 分 。z 的 顶点 、 网 线 和 四 边 形 腑 腔 集 合 分 别 记 为 V = {yi: 
i=1,2°N,}, E — (eii 13,2,:---, Nu) 和 r= (nk 1 
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2，、，……, Nej。 为 讨论 方便 , 仅 以 具有 1 阶 光 清 度 的 情形 加 以 详细 介 
sg, 

选择 结 点 组 。 先 将 r 的 所 有 顶点 亚 均 选 作 结 点 。 再 在 每 一 网 
线 的 内 部 选取 一 点 作为 结 点 , 称 之 为 边 结 点 .第 了 条 网 线 上 的 边 结 
点 记 为 押 。 这 两 类 结 点 便 构成 + 上 的 C! 有 理 样 条 函数 的 结 点 组 . 

5.1， Dix xoc E CARAM 

设 T,&r 的 顶点 为 pj(i 二 1,2,3, 4)， 边 界 ehle, y) —-0 
上 的 边 结 点 为 ACG = 1,2,3,4)， 选 择 线性 形式 LOr) 的 符号 ， 
使 对 了 ,之 内 部 的 点 (x0, 有 Os 0 770, 0 1,2, 3, 4( 见 
图 5.14a)。 


v 
DA ^ 
t3 / 
Vs / i 
7 i 
e "i i 
Ez fo, 
e M 
ij 
er ~、 xs 
ie EA mme Pg 
^ LAN f. 9; 
(a) tb 
图 5.14 


定义 5.21 T, 上 的 性 一 结 点 >, 构造 与 之 祖 应 的 有 理 肖 数 
wax,y) 一 Ey) RO) Rh.) 
QCx,y) 

称 有 理 函 数 族 {w(x,y)} 为 C! 广 义 棉 函数 族 ， 如 果 它 们 满足 
3) 当 v, 为 顶点 ,例如 为 v; 时 ,有 

1) D'w;(v;) = EB. D'swi(vyj) =0,; — i 4- li tb 2, 3, 
Iri < 1， 

2) D'wi(x,y) =0, |r| x 1, C#9) € enU eios 

3) D'w(z,y) = D'p(x,y), (2,9) E ei, 

D'wi(x,y) = D'pi(x,y), Guy) € eios, |rl mt, 
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其 中 pP(n,y). pP(y) € P, 是 两 个 特定 的 多 项 式 ; 
b) E Ve 为 边 结 点 ,例如 为 $; 时 ,有 


2 &($)- 
4) ôn :$;C$;) l, 


5) D'&i(z,3) = 0, |r| & 1, Gr) € em U ciU eirss 

6) 也 r 动 (zy7) = D'9(z,30, |r] S1, (x,y) € c; 
其 中 Xx,y) EP, 是 某 一 特定 的 多 项 式 ， 而 约定 vni = n, 
eji ™ 6, 17 1,2,3,4 

特别 地 ,如 果 (Es, Ens En) WA (1, 0, 0) 的 某 一 排列 , 则 称 
相应 的 广义 模 函 数 为 了 ,上 的 标准 C' 广义 槐 函数 。 

定义 5.21 中 ,将 因子 F?eCx,7)，R"e(x,y) 和 QLx,y) 分 别 
称 为 相应 于 结 点 v, 的 相对 元 素 , 相 邻 元 素 和 单元 7T, 的 伴随 元 素 ， 

假定 凸 四 边 形 单元 T, 的 任何 两 边 都 不 平行 。 记 eR cy 的 延 
长 线 的 交点 为 ys， e: 和 e, 的 延长 线 的 交点 为 ve《 见 图 5.14b)。 下 
面 进一步 分 析 C! 广 义 模 函 数 所 应 满足 的 性 质 . 
2)》 当 结 点 为 顶点 ,例如 为 v, 时 ,由 条 件 2), 选取 

Fí(5,3) — laGn y) * Ban y): m Bat Bis 

为 书写 方便 用 F(x,y) 表示 F"(x,y). Bk 3) 知 ,在 e: 上 


Ba), * R(x,y) ti) 
= pir, y) (5.83) 
QCx,y) : i 


Bahar t Rz. nos 
»( PES ) DPPC, y), (5.84) 


在 eias 上 


Baha *» R(x, Y) 一 px, (5.85) 


Q(x.y) 


有 (x, Y) 一 Dpi x 
pps ) = DEG, y), (5.86) 


关系 式 (5.83) 表 明 , 当 《x,y)《 e; 时 , 恒 有 
BU E RiCx,y) pani pi?(x,») : Qs») =), 
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利用 Bezout 定理 ,存在 一 多 项 式 Gi(x,y)， 使 得 
Balia T Rj(x,») d pPPCx,y)0Cx,y) td: G(x,y) 
=Í, (5.87) 
两 边 同 时 用 偏 微 分 算 子 D 作 用 ,得 到 
DB at Ri(x,y)) pz pP(x,y) s DQGx y) = Q(,y) 
: DiP(s,y) 一 十。 DG;x,y) Lr G(r,y) * Dl; = 0, 
利用 (5.84) 式 ， 可 知 当 (x,y) € e; 时 ,G(x,y) 一 0。 再 次 利用 
Bezout 定理 ,存在 一 多 项 式 G;(x,y), WE 
Ci(z?) = lGi(x,y). 
将 上 式 代 人 (5.87), 便 得 
Bat lr f Ry) 一 PPO.y)9,y) + Be G;:x,y) 
= Í, 
类 似 地 ,可 知 R(x,y) 和 QC, y) 也 满足 方程 
He B® Ri) — PPC, yO 8,5) + Ds G(r,y) 
zm, 
其 中 GG) 为 多 项 式 。 
为 使 定义 5.21 中 的 条 件 1) 得 以 满足 ,只 要 选取 prix, y) 和 
到 ?x,y》 为 分 别 满足 下 述 条 件 的 3 次 多 项 式 , 当 i 一 1, 3 时 ， 取 
£6, z = 5; i= 2,4 时 ,了 到 r= 5, f = 6, 
DPPC) — £j, DPPC) = DPPC) — 0, 
D PPG) — 0, Ir| 1 (5.88) 
Ôn . 
和 
D'5iP(v,) ux Suits D'pf(vi)-— D'pi?(v,) 一 0， 
Ê POD, dri <1. (5.89) 
综 上 所 述 ， 如 果 存 在 满足 定义 5.21 中 相应 于 顶点 v A Cr 
义 机 函数 , 则 相应 于 n RICA Fi(x,y)， 相 邻 元 素 R(x,y) 


和 (单元 的 ) 伴 晴 元 素 2(x*,?) 必然 满足 
Eat Fur RS) 7 PCy) Oly) + Hi GiGS y) 
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AT 


e p, (5.90) 
Bat Pur Ry) 一 p9(,y)0Qn y) + BG sy) 

zs, (5.915 
它们 称 为 相应 于 顶点 v; 的 协调 方程 。 
b) 当 结 点 为 边 结 点 ,例如 为 时, 类 似 地 可 以 证 明 ， 相 应 的 相 邻 
UK RC, y) 必 满 足 如 下 的 相应 于 结 点 方 的 协调 方程 

有 一 Pay) e Or,y) 

+ Re Gy) = 0, (5.92) 

其 中 Gy) 为 多 项 式 ,而 PCy) € P, 满足 

DP) = 0, lr| «&l, =i, t 4, 


2 p(s) 一 1。 (5.93) 


上 面 的 讨论 表明 ,着 对 单元 7. 上 给 定 的 结 点 ， 存 在 满足 定义 5.21 
rhe PERS C* 广义 枢 函 数 , 则 与 该 结 点 相应 的 组 邻 元 素 和 单元 的 伴 
随 元 素 必 满足 形 如 (5.90),《5.91) 和 (5.92) 的 协调 方程 ， 类 似 于 定 
理 5.5, 可 以 证 明 寻 求 满足 定义 5.21 的 C! 广义 攀 函数 的 问题 与 求 
相应 协调 方程 的 不 可 约 非 零 解 问题 是 等 价 的 。 

5.2. 协调 方程 的 求解 和 C! 广义 换 函 数 构造 

以 下 为 构造 任意 凸 四 边 形 上 的 C! 广义 移 函 数 讨论 相应 的 协 
调 方 程 的 解法 。 不 失 一 般 狂 ,以 结 点 v1 和 己 为 例 说 明 相 应 协调 方 
程 的 解法 。 根 定 协调 方程 的 次 数 为 m. 

首先 讨论 根 应 于 边 结 点 页 的 协调 方程 (5.92)。 因 为 满足 插值 
条 件 (5.93) 的 3 次 多 项 式 恒 可 表 为 下 面 的 形式 ; 

Kx) = B e BPa 十 Ahhh, (5.94) 

其 中 20,52€ P, 是 任意 1 次 多 项 式 , 常 数 4, 由 条 件 


$- go) =1 
所 决定 。 将 (5.94) 代 入 (5.92)(i = 0,18 


上 R(x,y) — (Re £x yk dll) * QCx.y) 
+e 6 2) = 9. (5.95) 
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由 多 项 式 的 整除 性 质 知 ， 六 Cx,y) 可 被 hy) 整除 。 记 
fO.) = RO, 30, —- 
由 此 可 得 
LIOLELRT,y) m= dQ x,y)) 
= d: QUOG,)QG. y) 一 名 (zy))。 

于 是 存在 一 多 项 式 Ax é Pae E 

he Behe REOS) — d * QU, 3) = —h * hx, y), (5.96) 

j?Gu* Oly) — G3) 一 一 Pi。 hG y. (5.97) 
因为 4 3e 0, 所 以 


Q(x,y) 一 j be Beh. Ri y) + yh *h(x,y). (5.98) 


结合 (5.97) 可 知 ,方程 (5.92) 的 解 有 下 面 的 表现 形式 : 
Ch + RCx,y), QGUD. 90GyDQG) + b * LG», 
(5.99) 
其 中 Rf(y)€P,o, hy) € PL, 是 任意 的 非 零 多 项 式 ， 而 
Q(x,») 由 (5.98) 给 出 ， 
因为 伴随 元 Ol, y) 是 单元 了 ,上 所 有 C! 广义 模 函 数 的 公 
共 分 母 ,所 以 0Cx,y)》 的 表达 式 (5.98) 也 应 满足 相应 其 它 结 点 的 
协调 方程 。 再 根据 多 项 式 的 整除 理论 ，Q(x,y) 应 具有 如 下 的 形 
X 
Quy) = REL + RT y) + LÈL * Rf y) + LEL 
* Rf(s, y) + LUARTCx y) - hhh: A(x, 9), (5.100) 
其 中 六 (x,y) EPan i 二 1, 2, 3, 4 是 任意 的 非 零 多 项 式 ， 而 
A(x,) € PL; 是 任意 的 多 项 式 。 l 
以 下 ,假定 tw = 7。 这 样 (5.90) 式 可 简写 为 
BCz,y) = ell, + cL + cll, + eu E + chhll, (5.101) 
其 中 co GG 二 1,2,3,4) 而 ¢ 是 任意 的 常数 , 
至 今 已 经 求 得 单元 ,上 的 伴随 元 素 8(*,y)， 因 此 为 求 得 协 
调 方 程 《5.90) m (5.91) 的 解 ， 只 须 解 出 RC y), GG, y) 和 
G(x,y)， 为 此 ,将 (5.101) 代 人 (5.90) 式 ,得 到 
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ee a 


BBR y) — bi, Y) Colli elil 十 cp 十 ea 
+ chhblh)+ Rh G(r,y) 三 0， 
即 
BlCLl, * R(x,y) — Pry eb cls + chh) 
= h Gi yelll 十 elit) — h * GC Y)). 
利用 多 项 式 的 整除 性 理论 ,有 一 多 项 式 (x,y) EP, (ES 
LLR (x,y) — bn y) Ced + esl, + chh) 


—d*5,), (5.102) 
PU x,y) * Ce bl, 十 eli) — lh * GCx, y) 
= hl (x,y), (5.103) 


由 (5.102) 得 

lse (h * Ry) — el Px,y)) 

= h (y) H pO Col 十 el). 

再 利用 多 项 式 的 整除 性 理论 ,存在 多 项 式 (5, y) € P,, ES 

h* RG,) — ehlbi(s,y) = he nr,y), (5.104) 

5G.) 十 PG 3) Cb + e) = h e ns, y), (5.105) 
注意 到 pn) 是 满足 插值 条 件 (5.98 ) 的 多 项 式 ， 因 而 具有 形式 

BC xy) = Bpr, y) + dil, (5.106) 

其 中 py) € P, 是 由 D'OLS PCy) in = ER, riS B 


决定 的 1 次 多 项 式 ,而 由 是 由 条 件 Boa) = 0 所 决定 的 常数 ， 


将 py) 的 表达 式 (5.106) 代 人 (5.104) 和 (5.105》, 得 
R(G,y) = e(l * p D du + h e hr,y), (5.107) 
. sy) = ll * h(x,y) 一 p. y)Gal t el), (5.108) 
其 中 4.) = (Gul, 2 E Pa 866 G103), 918 
heidh * Pry) — GG,y)) = 5* Gib, y) 
—h* t Gu y) ea t e) — elis Py y). 
于 是 存在 多 项 式 H(y eR, 使 得 
Bh? Cx) — Coli t cll, 十 ceps. Y) 
= +* Hlx,y), (5.109) 
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对 于 执 调 方程 (5.91) 作 类 似 的 讨论 ,可 得 RIO v) SER 
Rx,y) = cdh play) + e* dl, t Le P(x,y), (5.110) 
其 中 Ex) € P, mu pix, y) € P, 和 常数 4 由 表达 式 
pí(x,y) = B e Pey) + dililt 
所 确定 。 由 (5.107) 和 (5.110), 可 知 
Rí( 5,3) = cllpix,y) 十 callsPlx,y) + dies 
+ dcl, + hh" LCx,y), (5.111) 
其 中 LCe,y)EP, B £4») 具有 如 下 的 形式 
Px) = chp Cry) edil + h Lx,y), 
根据 (5.109) 式 ,应 有 
h * (eB e Plx, y) + SUE, y) — Coli t chh 
c oulpI,y)) = h * (Hi, y) — (all, 
十 di Celi or cll, t ed). (5.112) 
因此 ,为 使 协调 方程 (5.90) 可 解 ,应 找到 一 多 项 式 m (x, y) € Ps, 使 
得 
eli * $366 y) H ub Gy) — Celi + ell edi)plx,y) 

; = h e z(x,y). (5.113) 
同样 地 ,为 使 协调 方程 (5.91) 可 解 ,应 找到 一 多 项 式 m (n y) € Ps, 
使 得 

eipi(x,y) + hhl Gn, y) — Cedi t eh + ep.) 
= he* (x,7). (5.114) 
以 下 命题 阅 明 ,适当 地 选取 0,36 0 (i 1,2,3, 4) 和 “就 
可 使 满足 (5.113) 驹 (5.114) 的 多 项 式 mx, y) 和 nx, Y) FE, 
命题 5.22 ”存在 常数 cj 9€ 0 G= 1,2,3,0, c 和 1 次 多 项 
A L(x,?)， 使 得 多 项 式 
fix.) = code 2) t ut e Liag) 
— Celi c cll, t elg») 


fíx,y) = clip G2 + hhe Lis, 
— Celi t ell t elp (n, y) 
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可 分 别 被 hr.) 和 Or, y) 所 整除 。 

证 明 因为 1 次 多 项 式 p(x,y) 和 5.《x,y) 均 满 足 条 件 
DCBpx,y)) |), = DCE e Plesy) la, = Es Iri sm M, (5.115) 
所 以 有 (v) = fo 0. x LO) 满足 条 件 

IKor DL) — chlop) = 0, (5.116) 
则 由 (5.115) 知 ,此 条 件 等 价 于 
l(v LG) — elio) Gn) 一 0。 
因而 此 时 l 
Df(v)) = Df») = 9. (5.117) 
进一步 , 假定 曲线 fio y) 一 0 和 fx y) 一 0 分 别 经 过 v; 和 各 
v, 点 * 即 有 

{ebp x,>) 一 hhl, y) 一 clipC x,y )}| „n =0 (5.118) 
和 

{esiip n) — f&L GO, y) 一 epi »)1», -0. (5.119) 
最 后 ,假定 cU 1,2,3,9) We 满足 

ablo) 十 civs) o aio) t clive) —e, (5.120) 

li(s))4Co,) li(ve)ls ve) 

则 容易 验证 f(v;) =0, hlo) 一 0。 容易 看 出 , 满足 (5.120) 的 
常数 c; ~ 0(i 一 1,2,3,4) 和 < 总 是 存在 的 ， 并且 选 定 了 满足 
《5.120) 的 常数 6; 06 i = 1,2,3,0 80 6 B, 1 次 多 项 式 Lx») 
可 被 条 件 《5.116),《5.118) 和 和 《5.119) 所 唯一 确定 。 以 上 这 些 假 设 
说 明 3 次 代数 曲线 ji(x, y) 一 0 和 f») 二 0 分 别 与 直线 
h(x,y) — 9 和 《x,y) 二 0 交 于 4 点 ( 含 重 数 在 内 由 Bezout 
定理 不 难 知道 命题 成 立 。 a 

至 此 ,我 们 完成 了 协调 方程 的 求解 。 在 求 得 协调 方程 的 一 组 
不 可 约 非 零 解 后 , 即 可 构造 相应 结 点 上 的 C! 广义 移 函 数 。 以 结 点 
和 9) 为 例 来 说 明 它 们 的 构造 ， 

相应 于 结 点 e, RS C' P SOROR IOS 

wi(z,3) = Bh Ri (5,32 € voii, 
QCx,y) 
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而 在 顶点 处 须 补充 定 义 

D'wi(v,) = £0, D'wi(v,) 一 0，jr| 1, += 2,3, 4, 

TBRBET- 3355. 2, 865 C J^ X ERES EOS 

ds) 一 n G3) € Mri rere 
而 在 顶点 处 须 补充 定义 
Dko =0, Ir{l 1, i=1,2,3,4, 

在 上 面 C! 广义 模 浪 数 的 表达 式 中 8Cx,y) 的 涵义 同 (5.101), Ris, 
y) 的 涵义 同 (5.111), 2, 满足 (5.94), ei 2€0, i 二 1,2,3,4 和 < 
为 满足 关系 式 (5.120) 的 常数 ， 而 LG y) 是 命题 5.22 中 构造 的 
1 次 多 项 式 。 因 为 表达 式 wi;(*,y) 是 依赖 于 顶点 处 的 数据 {5%， 


Ens Eal, 因此 可 写成 wiley) = w PAOR Cey), 为 明确 起 
见 ,将 记 

way) = wi (e, y), wr, y) = ef Cry), 

wN e, y) = wi De, y), 

当 四 边 形 单元 T, 是 平行 四 边 形 或 梯形 时 ,o vs 两 点 中 至 少 
有 一 个 落 在 无 穷 远 直线 上 , 故 需 要 特殊 的 处 理 。 如 果 T, 为 平行 四 
边 形 , 见 图 5.15。 


es 
^ = 7 AUN 
4 M 
e FRA \ vs 
êr 
Vi A 
5.15 & 5.16 


根据 (x, y) (i= 1,2,3,4) 的 形式 ,显然 


、 bn) 本 为 | 
lim 22577 = —1, lim A = h 
n Ces) ”we ICu) 
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因此 若 在 (5.120) 式 两 边 取 极 限 , 则 ci 0(5 一 12,3,4》 和 * 应 
满足 关系 式 
eit am e t e m e (3.121) 
如 果 T, 为 梯形 , 见 图 5.16, 设 ve (8,05 而 (x, 2 7 0 和 
Lz;y) 一 0 分 别 具 有 如 下 形式 
Lx) = sin8, ' r — cos0,' y + cos" y, — sinô,» s = 0 
和 
l(x,y) = sin 0, * x — cosO, 7 十 cosb * y, — sinO,* x, 
一 0， 
其 中 
cos: * y, 一 sinO,* x, > 0, cosO,* y, — sin, * x, > 0, 
不 妨 设 wy 和 vw 在 ox 轴 上 。 因 为 
| MEET 
we Ls) sin O, i 
所 以 此 时 c; = OC = 1,2,3,4) 和 * 应 满足 
G2sin’0, 十 c,sin'O, _ cui(ve) + eB) 
sin 0; * sin 0, Coos) 
综 上 所 述 , 无 论 平行 四 边 形 或 梯形 单元 ， 按 照相 应 于 (5.121) 
或 (5.122) 的 条 件 选 取 常 数 ci (i 一 1,2,3,4) 和 < 后 , 其 余 求 在 该 
单元 上 的 上 广义 穆 函 数 的 方法 雷同 的 , 此 处 从 五. 
5.3- 四边形 单元 上 C e BA 
ner EGULLET, (wP), win), ws, 
s Blay) 是 其 上 的 标准 C1! 广义 模 函 数 族 ， 对 于 f(x,y) € 
CKXQ)， 定 义 如 下 算 子 ; 


R(fizy y) = 于 (foDwPCr， y) 


—c, (5.122) 


+Ê flou (x,y) + -9- flo war,y) 
Ox Oy 

4. Ko: tla), (x,y) ET, (5.123) 
On 
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根据 C 广义 株 函 数 的 性 质 , 不 难 证 明 按 (5.123) 定义 的 插值 
算 子 具有 下 面 的 播 值 性 质 : 
D'R(fiv) = D'I(vD, r — (rrD, lr rn n &l, 


8 8 ; 
—R(f;0$,) — = (0), i 1,2,3,4, 
s (fsd) Br IG), i 


进一步 ,有 

3385.23 设 0 是 平面 上 可 正则 四 边 形 剂 分 的 单 连通 或 多 连 
通 多 边 形 区 域 ,Jr,y)t C(O), HEND r 每 一 四边形 单元 上 构 
造形 如 (5.123) 的 插值 有 理 苞 数 , 则 所 得 分 片 有 理 疯 数 R(f;x,y) € 
c(a), 

证 明 假定 7 和 7, 是 2 的 四 边 形 剂 分 7+ c EPI TRADER, 
其 公共 边 为 ew 而 sz 一 xy) 和 9? — (n, 为 ce 的 两 个 
端点 。 记 

rix, 9) = R(Gs,»)), — RIS, 2104. 
经 证 
Drr(xz,7) 20, irl & 1, Gy) € ee (5.124) 


RA rr Gun (R or) IRA Dira) Rae rc) 
的 线性 组 合 ， 其 中 2E 分 别 表示 沿 e 的 法 向 求 导 数 和 方向 求 


导 。 了 由 此 ,只 须 证 了 明 
r(x,y) - Ere) -= 2 r(x,y) - 9, (x, y)€ fu. 
n T a 


由 C 广义 模 函 数 族 及 其 偏 导 函 数 在 单元 的 边界 上 表现 为 多 项 式 
的 性 质 , 可知 

D'r(x,y) — D'g(x,), irl ml, (x,y) E en, 
其 中 n9) € P, 是 在 "2 和 v0 和 边 结 点 处 满足 齐 次 插值 条 件 
的 3 次 多 项 式 ， 设 


pos 2 "ODINE Z eG Phen 
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--- £ gy GC! 十 (a? DJe yD + (y? E. y?)), 


此 处 £6 [0,11], a= 0,1, AX EG) 是 3 一 a 次 多 项 式 ， 且 满足 
ECO) = £(0) = BC0) = ZCOD, RG) = 0, ?€(0,D. 
因此 , 利用 播 值 多 项 式 的 唯一 性 可 知 (0 = 0, a — 0,1, 因而 


有 -Z Emo, Bo3,2,* 口 
定理 5.23 ”有理 插 值 算 子 (5.123) 对 于 次 数 不 超过 3 次 的 多 
项 式 是 精确 的 .。 


证 明 dE ji(x,y)& P, 是 任意 给 定 的 3 次 多 项 式 。 则 在 每 一 
单元 T, 上 , 恒 有 


R(s.y) — fn.) ~ RCG sx.) — TET (5,0 € Tas 


其 中 QU, y) € P, 是 单元 T, 上 的 伴随 元 素 ,而 bs y) 是 7 次 
多 项 式 、 由 定理 5.23 的 证 明 过 程 可 知 ,，R(x,y)， RC,y) 和 


o, Re 在 单元 7, 的 边界 上 便 为 零 。 ELO) =- 0, i= 


1, 2，3，4 为 T. 的 四 条 边界 的 方程 、 则 根据 Bezout 定理 可 知 ,多 
项 式 m.) ABNT RBR AERE px, y) 为 
SEX. D 

综合 上 述 讨论 ;有 

定理 5.24 ix c 是 平面 上 可 正则 四 边 形 剖 分 的 多 边 形 区 域 9 
的 正则 四 边 形 剖 分 。 则 其 上 的 C 有 理 样 条 函数 类 的 最 少 上 让 由 度 
是 3N, 十 Na, 其 中 NN, 和 Ns 分别 是 剖 分 + 的 顶点 和 网 线 的 个 数 . 

由 定理 5.9 和 定理 525 可 知 ， 在 有 限 元 计算 和 计算 机 辅助 几 
何 设计 中 ,可 将 三 角形 单元 上 的 C 有 理 播 值 格式 和 四 边 形 单元 上 
89 C 有 理 播 值 格式 组 合 起 来 使 用 

54. C5 分 片 有 理 函 数 的 等 价 表示 

将 单元 7, ET EAIC RARR ooi, y), wP, y), 
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wi x, y), rna 的 表达 式 代 人 (5.123), 经 过 整理 ,可 得 
R(f;x, y) 一 之， a (x, 3)BP (x, y), (x, 0 € T,, (5.125) 


其 中 

ax, y) 一 CUBA, ax, y) -= Chhlj A, 

alx, y) 一 Cali A, ax ,y) = CIA, 

a(x,3) = Cli A, 

A — CELL + Cil; + Ch + Chh + CHUlSL, 

此 处 Ci 2€ 0 (i 二 1,2, 3, 4) 和 C 是 满足 条 件 (5.110) (或 满足 
(5.121) 或 (5.122)) 的 常数 ;而 8B 外 (x,y) € Ps, i= 1,2,3,4 是 由 
ei 3 次 多 项 式 


G) aa jose 


flo), r7 hit ly, Dip? ™ Vis 


g 
Br peor / 
ot* 

US BP) = guy: Bin) — 0, 


D Bi (v) 一 


OrtOyt augy P) 7 0, OSRH, 


GD Fa 2 Bau = È O), i= 1,2,3,4, 
(5.126) 
在 曲面 造型 和 设计 等 问题 中 , 如 果 首 先 构造 满足 (5.126) 的 4 
个 插 什 多项式 Bo(z,y) (i 一 1, ?, 3, 4)， 再 作 这 4 个 多 项 式 的 
凸 组 合 (5.125), 将 是 十 分 方便 的 。 
可 直接 证 明 , 《5.126) 决 定 的 插值 多 项 式 分 别 有 如 下 的 表现 形 
x 
Bf(x,y) = B * PP, y) + RP y) + dili, 
BÜ(xz,y) = E* QC, y) 十 RO? x, y) 十 di, 
BOX x,y) = Re ROC y) 十 HRiP(x,y) 十 dll, 
Bí"(x,y) = IP (x, y) H Ri? y) + d lll, 
这 里 pn, D, PP, y) Qi, y). QPC, y), RPC, 2, 
R? Cry), Sry) FI s? y). 分 别 是 由 以 下 条 件 所 确定 的 1 
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次 多 项 式 
ðt 


5a UP Gs = &ugy 1 (9 
o -D (pe, »»l., -2 DR aaa; fCGD. 
F o Qr CROPC IDn m i i ; Ko), 
2 p. QT Qiu». ~ 2 T is; fi, 
su ORO, m er f, 
a =T I UHRPG.)l.- 2 s ——— KG, 
Ps io _8 RAED, 一 i " — n). 
Boy ^ s, 3))l,, 77 2 a : fG), 


Ok i«l, dCi 1,2,3,1) 由 揪 值 条 件 (5.126)-(ii) Br 


定 ;而 BCx,y) 是 如 下 的 3 次 多 项 式 


BY x,y) = 203LIKzy) + Baba y) + GAUL, y) 


+ UL, 9), 


这 里 Ly) € P, i= 1, 2,3,4 是 由 以 下 条 件 所 唯一 确定 的 1 


次 多 项 式 
Lv) - Eio ， 
ACACA) 
CY) 


Lu) = €, EXC $12(0,) 一 


Lv) —- €, 1X2. gio.) — 


hn) 


Cilo) 
Lor) 7 T ， 


LG 
NON 


c Ae) 
rr LL 


+ 333 


Le) = 6 ea pi?) 一 €, oP), 


hív [ h 9 
Liv) 一 C, is ) QD) 一 Ed piop, 
Lv) 一 Cin) . 


IHL) 


1 4 AC 4 
Ld = C 16/5. Oo) — cs EES RPG, 


Bi) — € m RPC) — €, -ED QC, 
CiCv) 
Lv) = TOAG 
Lln) = €, E Rin(e) 一 IPS SP, 
Lc) — 6. ie) a 0) — C, TERPO). 
55. 构造 C 四 边 形 单元 的 Blending 技巧 


前 面 所 介绍 的 四 边 形 单元 上 的 CO 有 理 插值 格式 (5.123) 及 其 


等 价 形式 《5.125) 均 是 利用 广义 株 函 数 方法 构造 并 使 伴 瑚 元 素 次 
数 最 低 的 有 理 插值 格式 。 如 果 放 弃 对 伴随 元 素 最 低 次 数 的 楼 求 ， 
便 可 以 获得 形式 上 更 加 紧 次 .更 便于 应 用 的 C! 有 理 插值 格式 ， 


B cer RU nG — 1,2, 3, 4) 为 顶点 的 一 凸 四 边 形 单元 . 


T, 的 边界 为 eT vit; tl x. y) 一 0 G = 1,2, 3, 4», cl 
点 为 bi 一 1,2,3,4)， 选 择 线性 形式 ii(x, 9). 的 符号 便 对 给 定 


的 p€T,, 有 LPa) > 0, i= 1,2,3,4, 
对 给 定 的 f(x,y)&《 C'CO), Mi 4 TP 3 次 多 项 式 区 (zyy)E 
P,, 使 其 满足 插值 条 件 : 


ot (i) 

moy Pv p= d T fO, 
9 PG T Do fuu) 
8x'0y ng itl a i" " ét 
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gtt 
OrtOy! 


pi 0(o,,,) = 8 ao; fCri 


a po) 一 Ê f), io 1,2,3,4, vini oe (5.127) 
引入 单元 T, 上 的 一 组 权 通 数 
B(x,y) s ellas] Ano, i — 1,2,3,4, 
A* 一 » CH 


imt 
这 里 约定 Pit = Pigs, lj: = lizas 而 €,270, 1— 1,2,3,4, 
定义 


R(x, y) = >，6i(zyy)ptPCzyy)，(ryy)ET。 (5.129) 


(5.128) 


定理 5.26 按 有 理 插值 格式 (5.129) 所 得 的 分 片 有 理 函 数 是 


C! 连续 的 . 
证 明 因为 权 函 数 (5.128) 满 足 性 质 


4 
PEG) = d, KG.y)l dii 4$ = 1,2, 3, 4. 
imf 


特别 地 ， 可 选择 AEF y) 使 gis, Ple 在 vi 点 处 的 值 为 l, 而 
BCE) le 在 所 点 处 的 值 为 0， 由 权 函 数 的 狂 质 , 可 知 

RG,y)2l,; — PP Gy). j= 1,2,3,4. (5.130) 
PP(x,y) ,, 已 由 端点 处 的 插值 条 件 所 唯一 确定 。 于 是 ROG, y) 
是 C 连续 的 。 又 因 


DR(z,y) m 23 (GG; y)DPPPCx 9) T PP x,Y)DECx 9D), 


(5.131) 
Kp Dog 1 D TCR. qu 
DPC, Y) leoa, — DELY) ln = 0, i0 1,2,3,4, 
并 且 PCy) W PPC) 为 相同 的 一 元 3 次 多 项 式 . A 
此 由 (5.121)》, 可 知 
II 


DRG;y)l, = 93 BCx,y DPI x, 7) |, 
1=1 


+ E PDRE) 
i-1 


- Dp?(x,y)l,, 十 PP. y); ODE C Y) 
十 DBiaG y), — DEP y5lu, + fPC y) 


DÒ E BD = DPED 139 


上 述 最 后 一 步 利 用 了 权 函 数 的 单位 分 解 性 质 。 而 DPE 为 
一 元 2 次 多 项 式 , 并 且 它 被 其 在 。; 两 端的 导数 值 以 及 e; 上 内 结 点 
《中 点 ) 处 的 法 向 导数 值 所 唯一 确定 。 因 此 RO y) 的 偏 导 数 函 数 
是 属于 C 类 的 ， 

TRAE IER 

定理 5.27 有 理 插 值 格 式 45.129) 对 于 次 数 不 超 过 3 次 的 多 
项 式 是 精确 的 . 

事实 上 、 若 设 f(*,y) 是 任意 给 定 的 次 数 不 超过 3 的 多 项 式 。 
于 是 由 FG.) 的 插值 条 件 所 产生 的 3 次 插值 多 项 式 P, Y), 
i= 1,2,3,4, 即 为 fey) 本 身 。 因 此 由 (5.129) 式 知 


R(x, y) 一 23 S; Gypsy) m fO) > BiCx.y) 


= f) 
KMARKII SER ERIS T t RTL RA 3 E PES 
形 单元 上 的 C* 有 理 插 值 格式 甚至 C* 有 理 插值 格式 来 。 而 且 , 该 
方法 用 来 研究 由 不 可 约 代数 曲线 为 边界 构成 的 区 域 上 的 有 理 样 条 
函数 类 也 是 有 效 的 。 
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第 六 章 “分 片 代数 曲线 .曲面 


代数 曲线 曲面 是 交换 代数 及 代数 几何 基础 理论 研究 的 对 象 . 
它们 在 数值 逼近 、 多 元 样 条 、 计算 几何 以 及 CAGD 等 领域 也 起 着 
重要 的 作用 。 

代数 曲线 或 曲面 一 般 按 隐 式 方式 定义 ， 即 用 一 个 代数 方程 或 
代数 方程 组 来 定义 。 可 以 表示 为 有 理 参 数 形式 的 代数 曲线 或 曲面 
称 之 为 有 理 曲 线 或 曲面 。 

”在 CAGD 中 ， 隐 式 代数 曲线 或 曲面 具有 参数 曲线 曲面 所 不 
具备 的 优点 。 通过 隐 式 方程 容易 判断 某 点 是 否 在 曲线 或 曲面 上 ， 
因而 便于 应 用 到 曲线 曲面 求 交 间 题 中 ; 利用 隐 式 代数 曲面 比较 容 
易 表示 几何 实体 ， 然 而 隐 式 基线 曲面 的 计算 比较 复杂 , 它 需 通过 
求解 方程 来 求 出 曲线 或 曲面 上 的 一 点 。 但 参数 曲线 、 曲 面 易于 计 
算 ， 因 此 在 CAGD 中 应 用 更 为 广泛 , 当然 它们 不 具备 隐 式 曲线 曲 
面 和 的 上 述 优 点 ， 

目前 ,有 关 代 数 蛆 线 、 曲 面 的 研究 主要 有 以 下 的 几 个 方面 ; 

1 基础 理论 研究 。 这 主要 指 交换 代数 、 代 数 几 何等 基础 理论 
研究 (可 参见 [104],[105],[106],[107] 以 及 这 方面 的 其 它 著作 和 
文献 )。 

2. 在 数值 逼近 、 多 元 样 条 函数 .计算 几何 、 代 数 方程 组 的 求解 
以 及 其 它 数学 领域 中 的 应 用 (可 参见 [1],[44] 等 ) 

3. 在 CAGD 及 其 它 工 程 中 的 应 用 ,包括 代数 曲线 、 山 面 逼近 ， 
代数 有 曲线 ,曲面 拟 合 , 有 理 参 数 曲 线 曲 面 的 隐 式 化 ; 有 理 代 数 曲线 
曲面 的 参数 化 ;分 片 代数 曲线 .曲面 ; 混 合 曲 线 、 曲 面 ;曲面 求 交 ; 参 
数 曲线 曲面 等 (参见 [108 一 130] 等 ). 

本 章 主 要 讨论 隐 式 代数 曲线 曲面 ,代数 簇 , 以 及 它们 的 光滑 拼 
接 问 题 。 给 出 它们 的 推广 形式 , C* 分 片 代数 曲线 曲面 。 通 过 对 特 
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殊 的 C^ 分 片 代数 曲线 曲面 一 C^ 样 条 代数 曲线 ,曲面 , 样 条 函数 
环 SCA) 及 空间 SCA) 的 细致 讨论 ， 指 明了 5*( 人 A), 样 条 代数 曲 
线 申 面 以 及 样 条 代数 簇 的 基本 结构 和 特性 ， 并 建立 了 样 条 空间 
S5CA) 的 插值 适 定性 定理 。 本 章 也 讨论 了 代数 曲线 、 曲 面 的 逼近 
问题 。 


L RAAR 


WR ARAR. A": = {Cems la ER, i 
1,2,---,2] 79 k EAD 7 EDE A 中 的 元 素 a 二 (m, m, 
11,04), a; € K 叫做 4 中 的 点 ,而 as $ — 12 URA « 
的 坐标 。 天 上 的 二 元 多 项 式 环 kles c2. *。] 中 的 每 个 多 项 式 
f E 对 和 yx] JELE A 上 的 函数 ， 上 的 震 点 集 记 为 

z(f) = (P € A*L CP) = 0}. 
多 项 式 集合 Fakin, ,x。] 的 零点 集 记 为 
z(F) = (Pe A*|Vf EF, f(P) — 0). 

定义 6.1 .对 于 给 定 的 集合 XEA"， 如 果 存 在 集合 FERIn, 
,Xs]， 使 得 OX —z(F), WIR XIS—IURESS. 

如 果 把 A" 中 的 所 有 代数 集合 定义 成 闭 集 , 则 相应 得 到 的 拓扑 
ZUc(AUXIX 为 一 代数 集合 }, 称 为 Zariski 拓扑 。 对 于 拓扑 
空间 X 的 子 集 YCSX，、 如 果 在 Y 中 存在 两 个 闭 的 非 空 真子 集 Y, 
YsCY, EE Y = YUY, MY 称 为 可 约 的 ;省 则 称 为 不 可 约 的 ，。 

定义 6.2 A* 中 的 闭 集 称 为 仿 射 代数 徐 ( 简 称 代数 签 ), 而 A* 
中 的 开 集 称 为 拟 仿 射 代数 入 

代数 繁 是 代数 几何 中 的 主要 研究 对 象 。 妈 中 的 闭 集 区 力 ， 
于 对 xy] 为 平面 代数 曲线 ; A 中 的 闭 集 z), f €k Ez yz] 为 
代数 坦 面 ;一 般 地 , A? 中 的 闭 集 (D, f € Rss ze] 称 之 为 超 
Bh ig, ix S e oe f 为 非常 数值 多 项 式 ， 它 们 通常 被 表示 成 

fGx,y) —0; 
féx,y,2) = 0; 
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和 
fx ze) 一 0。 
按 代数 簧 的 定义 ,显然 可 得 到 下 面 基本 人 性质 
命题 6.3009,01071 
(2) 不 可 约 空 间 的 开 子 集 也 是 不 可 约 的 ,并 且 是 稠密 的 ; 
(b》 若 了 王磊 为 不 可 约 子 集 , 则 Y 在 X 中 的 闭 包 子 也 是 不 可 
约 的 ; 
' C 对 任意 YEA"， 多 项 式 环 kieser) 中 所 有 在 Y 上 
取 值 为 霍 的 多 项 式 构 成 一 个 理想 : 
(Y) = {fe kx xsl f(P) = 0, PEY}; 
(d) i$ F,CF,3p kizee] 的 子 集 , 则 zCF)ASzCEDs 
Ce) i Y,C Y, 均 为 A* 的 子 集 , 则 (Y )21(Y255 
(D 设 Y, 5 Y, 25 A" B FR, ACY U YO (Y 00 ICY2; 
(D 对 任意 理想 9ICRUs. unl. E KN) = ILLAE 
中 
. MA db ERR xul EA r > 0} 
称 为 所 的 根 理想 . 
(h) YCA'*, z(I(Y)) =Y; 
(i) 代数 能 了 是 不 可 约 的 , 当 且 仅 当 1(Y) 是 素 理想 ; 
(D 了 是 一 代数 繁 , 当 且 仅 当 2OY) =Y; 
(k) 设 % 为 理想 ,如 果 eA) — 9, MAVA 一 A; 
(1) RAHEEM AA, MVA SA 
以 上 命题 是 在 交换 代数 和 代数 几何 中 是 非常 基本 而 重 要 的 . 
上 述 性 质 (g) WR) Hilbert Nullstellensatz 定理 ， 它 也 可 表述 
为 : 如 果 z(f)S2zChs sf, 所 四 Ex 则 
存在 非 负 整数 > 及 olyosy **,a, € E TERETE 7 P 使 得 
F= aht afit + cau, (6.1) 
BU f EVT fuf, 生成 的 理想 idealC fu fos sf D. 
由 《k) 和 (g) 可 知 ,如 果 A = ideal(Cfi, f. E 
KD =A, Hele s 


Bj f € ideal f, - * SÉ, 即 存在 Qis Azs’ Og € k n, “ra], 
使 得 
F= afit wf tt au. 
定义 6.4 如 果 XOA” 是 仿 射 代数 入 , 则 称 
REX] = R[x 5, 7x {1X) 
为 X 的 坐标 环 . 

实际 上 ,对 任意 一 个 仿 射 入 X, RRX 是 一 个 整 环 ， 并 且 是 
有 假 生成 的 六 代数 .反之 ,一 个 有 限 生成 的 代数 4 是 一 个 整 环 ， 
虽 它 一 定 也 是 某 个 仿 射 艇 的 坐标 环 。 

我 们 知道 ，Zariski thE Noetherian， 即 对 任意 闭 集 序 询 
Y,2Y,O..2, FE’, 使 得 Y, 一 Yi = 任意 给 定 的 闭 
EX, 均 可 唯一 地 表示 为 有 限 个 不 可 约 河 集 的 并 ， 

X -—X,UX)U:--UX,, 
其 中 LEX, ixj, REO X; 称 为 了 的 不 可 约 分 支 ， 

定义 6.5 拓扑 空间 XX 的 维 数 ( 记 作 dimX》 定 义 为 使 不 可 约 
闭 于 集 序列 Y,CYC.……CY, 得 以 存在 的 最 大 整数 x。 仿 射 族 
或 拟 仿 射 答 的 维 数 定义 为 它们 作为 拓扑 空间 所 具有 的 维 数 .。 

定义 $6.6 环 了 中 每 一 泰 理想 7 的 高 度 定 义 为 max{n| 存在 
RMF NCC Cr = 二 7Y}。 环 RR 的 维 数 (Kral) dime- 
nsion) 定义 为 其 所 有 素 理想 的 最 大 高 度 ， 

关于 代数 入 及 其 维 数 有 下 面 一 些 事实 。 

命题 6.71%9 

Q) 任 一 仿 射 代 数 簇 X 的 维 数 等 于 它 的 坐标 环 《X[X] 的 维 数 ; 

(b) 任 一 仿 射 代数 簇 X 的 维 数 等 于 它 的 坐标 环 *[X] 的 商 域 
R(X) 在 《上 的 超越 次 数 . | 

(5c》 如 果 Y 是 一 个 氟 仿 射 答 , 则 dimY = dimY; 

(d) A* 由 不 可 约 代 数 徐 了 的 维 数 为 # 一 1 的 充分 必要 条件 
是 存在 一 非常 数 慎 的 不 可 约 多 项 式 f, EB Ys). 

如 果 Y 为 代数 簇 X 的 亲子 集 ， 则 称 Y 为 XX 的 子 福 。Y 在 X 中 
的 余 维 数 为 codim,Y = dimX 一 dimY。 HAIE X E A" 中 的 余 
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维 数 为 4 一 dimX， 常 记 为 codimX, Hin A" 中 的 超 册 而 X 
z(f), f € Rm, :,x,]. KERA n — 1, 952. X B9 ET codim 
X291. RA XCA*, X dimX —1 时 ， 称 为 代数 曲线 。 当 
dimX 一 2 时 , 称 为 代数 曲面 。 
切 空 间 是 人 们 讨论 代数 繁 局 部 人 狂 质 时 所 必须 的 一 个 重要 概 
念 。 BB E X YER x 处 的 切 空 间 乃 指 过 x 且 与 X 相 切 的 一 
切 直线 的 并 集 。 通过 适当 地 透 权 堂 标 系 , 可 使 z = (0, ……0) 一 9 
为 不 点, 这样 一 来 ,过 原点 的 任 一 直线 1 为 Galze &), 其 中 a 为 
1 上 除 原点 外 的 任 一 点 。 假设 IX) = ideal (A, s f, WÅ 
XD 由 方程 组 AGa) m m fO) 一 0 所 决定 。 如 果 视 # 
为 参数 , 则 fi(1a) 成 为 + 的 一 元 多 项 式 ,它们 的 最 大 公 因 子 为 
Fa) = g.c.dCfiGia), - f (a)) 
= erl: — t)", (6.2) 
其 中 m; 为 = 作为 f(z) 的 根 的 重 数 。 所 以 每 个 值 n 都 对 应 直 
线 与 代数 策 X 的 一 个 交点 。 由 于 1 过 0 点 , 从 而 :+ 一 0 是 
Ko 一 0 的 一 个 解 。 
定义 6.8 直线 IL 5RR X XE 0 点 处 相交 的 重 数 定义 为 
t 二 0 作为 多 项 式 fe) = g.e.dCfiGia), ,folza)) 的 根 的 重 
数 ， 
特别 地 ,如 果 fCat), enfla) 恒 等 于 零 , 则 ! 与 天 相 交 的 
重 数 与 和 生成 元 的 选取 无 关 . 
定义 6.9 如果 直线 ! 在 0 点 与 代数 策 芒 相交 的 重 数 大 于 1， 
Wis X 55 AA. 
将 f; 4 xS fi 二 2 十 gj; 一 1,2,::,0, m fi? 为 
天 的 一 次 齐 次 多 项 式 ， 则 当 ]5XikE0 点 处 相 切 时 ， 
fiCar) = ff (ar) + gCai) = tfla) + g Car) 
DTR r ER m ga) 包含 疡 因 子 ,是 故 如 下 命题 成 并 : 
命题 6.10 直线 ! 与 代数 簇 X 在 0 点 处 相声 的 充 要 条 件 是 
fi? (a) = fa) = --- = f?a) = 0, (6.3) 
$3611 SREE X dE x€ X 处 相 切 的 所 有 直线 的 并 集 称 


sce 


ARRI X XE x 处 的 切 空间 , 记 为 了 。x。 
”显然 , A' 在 其 每 一 点 处 的 切 空间 仍 为 A^, 

每 一 多 项 式 f€kDa, x] EA a = (astetan) 处 可 以 
表示 成 Taylor 展 式 

f(x) = Fla) t Plx) 十 十 于) 

其 中 f(x) 是 以 《xi 一 o)， 了 一 1， 2,* n 为 变量 的 i 次 齐 次 
多 项 式 ，i 一 1,2,-…,r， 称 Fx) 为 f 在 a 处 的 微分 多 项 式 ， 
并 记 为 di 9 daf. 


dof = 5(2) (a); — aj. (6.4) 
FERRE X dk a 处 的 切 空间 可 表示 为 
defi = afi = ct = dah 0 (6.5) 


8 
> (SH) RR (66) 


这 里 X 一 zh, s f. 

命题 6.12 A* c CR X REERCUS xx REIS) ITI T «x 同 构 
于 A”" 中 的 超 平面 , m « n, 

切 空间 反映 了 代数 饶 的 局 部 性 质 ， 于 某 点 处 的 切 空间 的 结构 
反映 了 在 该 点 处 的 代数 僻 的 “ 奇 性 "， 对 于 不 可 约 代数 往 X. RN 
dimT,, > dimX, rE€X, (6.7) 
XX 13 jV XOERWZRGENEGE.x€X. um 


dimT,x I min dimT, x, 


则 称 x 为 简单 点 或 正则 点 ;否则 称 为 南 点 。 
命题 6.14 ”不 可 约 代数 签 忒 的 简单 点 集合 是 韭 空 的 开 集 。 
命题 6.15 设 X 为 不 可 约 代 数 艇 ,x EX 为 简单 点 , 则 
dimT, x = dimX, 
HFE- X. mmEudAxeXAETOE.WAX 
在 x 点 处 的 维 数 dim,X 可 定义 为 过 x 的 维 数 最 大 的 分 支 的 维 
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数 , 从 而 可 得 到 多 的 简单 点 的 定义 。 

定义 6.16 设 义 为 一 仿 射 代数 艇 , xe X, 如 果 dimTx,x 一 
dim,X, 、 则 称 x 为 简单 点 ;如 果 久 的 每 一 点 都 是 简单 点 , 则 称 X 为 
XARRA. 

E A" 中 超 曲 面 X =el), f Ekler] 的 简单 点 处 的 
切 空间 一 定 是 # 一 1 维 的 超 平面 ， 而 在 其 奇 点 处 的 切 空 间 的 维 数 
只 能 是 e. 且 该 切 空 间 就 是 A*。 如 前 所 述 ， dE fE— A a€ X 53b, 
Tex 由 下 面 方程 所 定义 


d.i 一 ESO — ej) — 6, (6.8) 


E A*th, E x a, 那么 向 量 x;— as 1 一 1:2 cn 是 线 
性 相关 的 ,因此 , 若 (6.8) 对 所 有 的 x€ A* 都 成 立 , 则 必 有 
ôa) _ Ofa) - .= fka) -0. (6.9) 
Ox, Ox, Óx, 
反 过 来 ;, 若 (6.9) 成 立 , 则 Tax — A"*， 即 @ 为 奇 点 . 
命题 617 i X —z(D, f ERIS, xs] 为 As 中 的 超 曲 
面 a€ X 为 奇 点 的 充分 必要 条 和 件 是 (6.9) 成 并 . 
设 A" 中 的 超 曲面 X= zC), f€& In, x1 为 非常 数值 
多 项 式 , 且 XXX 是 不 可 约 的 。 如 果 于 在 aeX 处 可 以 表示 成 
f(x) = f(x — a) t + f" (x —a), (6.10) 
其 中 f(x 一 a) 为 关于 (x 一 4) 的 7 次 齐 次 多 项 式 , j 一 1,………， 
r > 1, 则 称 a 为 X 的 上 重 奇 点 ,或 称奇 点 & 的 重 数 为 上 从 另 一 
个 角度 来 讲 , 当 f(x) 可 以 表示 为 (6.10) 时 , 也 即 Fx) 与 零 多 项 式 
在 a 点 处 具有 直到 — ! 阶 相间 的 偏 导数 ,此 时 ,i 也 称 为 超 曲 面 
X —z(f) 与 A —2(0) 的 相交 重 数 , 还 可 以 进一步 得 到 任意 两 
个 超 曲面 的 相交 重 数 。 
定义 6.18 设 X —z(f), Y —z(0, fo g€ Ix xz] 
为 两 个 超 曲 面 acXny。 如 果 存 在 ec,p8EK[z，…-，xe]， 
a(a) * (a) 5c 0， 使得 af — gg 在 a 处 一 直到 1 一 1 阶 的 偏 导 
frg o0, MER X 53 Y fE a 点 处 的 相交 重 数 为 1。 
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例如 、 曲 面 入 一 f Cteera) nS £n x, YER 
(a,,:**, aa) € A* 处 的 相交 重 数 为 1, 意 指 PO xn) 与 
£r») Æ Casteta) EAT 处 具有 直到 ! 一 1 阶 相同 的 
WFO f 53g E (a.s.a) 处 是 5 一 连续 的 ， 反之 ， 
Tij BEE (a,--,a,) € AT! 处 5 一 连续 , 则 曲面 为 一 fx 
e,xX) B5 = gx, za) 在 《1，' 4。) 点 处 的 相交 重 数 
为 六 此 处 e 一 其 ae) = 2(n, tra). 


$2. 代数 簇 的 光滑 拼接 条 件 


分 片 代 数 往 研究 中 的 关键 问题 是 两 个 代数 繁 间 的 光滑 BE BE. 
在 参数 曲面 的 拼接 中 ,如 果 两 个 曲面 在 某 点 处 具有 公共 的 切 平面 ， 
那么 称 两 曲面 在 该 点 处 是 光滑 拼接 的 … 这 种 拼接 的 光滑 性 被 称 为 
几何 光 背 性 ， 如 果 把 切 平 面 连续 的 思想 用 来 定义 隐 式 代数 曲面 或 
代数 得 的 光滑 性 ,由 有 

定义 6.19 i X, Y 为 A* 中 的 两 个 代数 徐 ，xeXnY ?9x 
和 了 的 简单 点 。 如 果 义 在 x 点 的 切 空间 Tuxx 与 了 在 x 点 的 切 空 
IB] Tey 相同 ,那么 称 X 和 Y 在 点 怀 处 相 切 ,如 果 在 所 有 简单 点 xz 
XOY 处 均 有 Tux 一 了 xy， 则 称 和 与 了 相 切 或 和 与 了 在 XY 
上 光滑 拼接 。 

设 对 二 z(f o fd, Y (ns c à) 为 两 个 代数 徐 、 
fis** "sf gs BE klti tatn], a€ XNY 为 简单 点 , 由 切 空 


间 的 定义 ,和 与 了 在 a 731810751875 RA 
X xs a) = 0, im ds 
B 


5 2t (a)(x; — a;) = 0, i= 1, 2,** 5,8 


j=l 


具有 相同 的 解 集 ,因而 
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[od G0 - È aa? Ca), P10,2,:7,9, P 0,2,:-, 8, 


E i (a) = Jaat mmn 10,5, $0 13,2,:-5,5 


(6.11) 
其 中 ala), ,Ca), Bla), 2, Ca) € Xk, (6.11) 等 价 于 


d.i; = D) a(a)d.gi, i — 13,2,:-5,5, 
P (612) 


dagi 一 D av. fi, f= 1,2, 


进一步 ,和 X 与 了 在 XAY 上 光滑 拼接 的 充 要 条 件 为 : 存在 于 XY 
土 取 值 不 为 去 的 Bis oR t 054) Bs BP pr ER 
[xxo]， 使 得 


s, 2h — (Sa E nod (XN Y), i= 1,2, f, 


J ^m - (Xi o£ Jmod1CX f Y), i—12, 


j= 1,2,***,0, 


为 了 得 到 高 阶 光 滑 拭 接 条 件 ， 只 有 切 平面 连续 是 不 够 的 ， 为 此 利 
用 相交 重 数 来 定义 光滑 的 概念 . 先 讨 论 两 个 超 曲 面 了 一 0,8 一 
间 的 光滑 拼接 条 件 。 由 起 曲 面 间 相 交 重 数 的 定义 ， 可 以 得 到 一 种 
光滑 性 定义 ， i 

定义 6.20 超 曲面 X — zl), Y — z(g) CA* 交 于 不 可 约 
代数 笠 XOY. 如 果 交 和 Y 的 简单 点 在 Xny 中 是 稠密 的 ， 而 且 
存在 a, 8 Ekle, yx]NICXnY), 使 得 of 和 88g 在 XNY 上 有 
直到 产 阶 的 相同 偏 导 数 , 则 称 和 和 了 在 和 nyY 上 # 阶 连续 (或 # 阶 
光滑 的 ), 记 为 C*, eL 7 

例 1 GEXifCny,z) x yc z-—1-0296H8E5ni; 

Y:g(z,y,2) = x'-F y! — 1 —0 为 一 柱 面 . 


由 于 1 一 g 二 x 在 z 一 0 处 的 一 阶 偏 导数 为 零 ， 即 它们 相 切 于 
区 
[ +y =l, 
z — 0, 

在 以 上 C 连续 的 定义 中 , 了 和 上 的 关系 不 是 很 清晰 的 。 对 于 
已 知 的 超 曲 面 = 0 RRA c 一 zf ,4) 来 说 ， 过 < 同一 0 
C^ 连续 拼接 的 超 曲 面 与 f 和 4 间 有 什么 关系 昵 ? 

定义 6.21 A" 中 的 光滑 代数 答 X 的 子 徐 YY,……,Y, 在 点 
x € (| Y. stie 


imi 


codimyx ( N Taxi) = 5 codimyxY;, 
t=1 iet 


则 称 Y,……,Y, 在 x 点 处 是 横 截 的 《transyersal); 如 果 在 a Y; 


的 每 个 不 可 约 分 支 上 存在 不 相同 的 点 ,使 得 Y,,'…，Y, 在 这 些 点 
处 都 是 模 截 的 , 则 称 Y Y, ROS EU. 
定理 6.22 it X —z(D, Y = 2h) 为 横 截 的 不 可 约 代数 超 
曲面 , XP Y 也 是 不 可 约 的 , 则 X = z(g) 2XOY 的 充 要 条 件 是 
g € ideal(f , ^), 
由 以 上 定理 可 以 看 由 ，ideal(j ,#) thi & T Pre Xn 的 
代数 曲面 ， 进 一 步 ,可 以 得 到 曲面 1 — 0 55 6 — 0 TUE. 
定理 6.23 i$ X —z(f), Y — z(h), X = x(g) 分 别 为 超 
Bh. Xn YERRI, B ANY 为 不 可 约 的 。 则 在 XY 处 
与 X 是 C! 光 滑 拼 接 的 充 要 条 件 为 
g € ideal( f ,FP), 
证 明 ”充分 性 显然 . 下面 证 明 必 要 性 。 
由 定理 6.22 可 知 
ideal(f ,&) = I(X(YY), 
因 xxn, BIA 
g € ideal(f , 4), 
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———X— 


从 而 存在 c,8e Rx xys， 使 得 
g — of + 85, (6.13) 
今 令 w-X^Y, B C 连续 的 定义 , X 与 在 纪 处 C 拼接 ， 
力 措 存在 多 项 式 4,B&IQw), (Ed 


Og _n of 
4 T B os mod! (w) (6.14) 
j= 1,2,* 
EXGEXdB3ES]2 
Og Of | Og Of X. 
人 Bx 8 a) 0 modi (w), 


jd = 1,2,..°,n n, 
”由 于 4,B RICO), Mif 


ôg Of Of at 一 5 
3z, Ör, 8s, ó 0 mod/(sw), (6.15) 


e =] ;2," 
对 (6.13) 求 导 ， 并 将 ŽE (jl 2, en 代入 (6.15), 得 
MK al SEG das 
d M. T 0 modi (w), (6.16) 
TN ea E NE 
由 于 和 与 Y 在 多 上 是 横 蕉 的 , 故 存在 i, 1, 使 得 


ðf Og | Of Og 
Óx; Óx; Ôr, Ox, 
在 ww 上 不 为 零 , 从 而 有 
8€ Iw), (6.17) 
进而 得 
g € ideal(f ,&), a 


推论 06.24 i X —z(f), Y — z(5) 为 两 个 不 可 约 超 曲 面 ， 

它们 是 横 截 的 且 交 于 一 不 可 约 代数 往 XmnyY. 4 X =el) 在 

XNY 处 与 X 是 ce* 光滑 拼接 的 充 要 条 件 为 Be idealt, A), BD 
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存在 多 项 式 c, 8, 使 得 g 一 af 十 prt, 

由 超 曲面 光滑 拼接 的 讨论 ， 我 们 给 出 两 个 代数 簇 的 光滑 拼接 
的 定义 。 

ELEU 设 久 二 zf eaf), YS ltt 02 为 
两 个 4 维 不 可 约 代数 镁 ，dim(XnY) — 4 一 1。 如 果 存 在 多 项 式 
hu 以及 fots oil KI ar, 
or, Bb,» ,hE ,zx。]\1( 多 站 Y)、 使 得 


afi 一 D) bilis i= 1,2,7 
i>i 


Êigi 一 23 ĉifis 一 1，2 ,5 
E XüY 上 一 直到 # 阶 偏 导 数 丝 取 值 为 零 ， 则 称 基 与 Y 在 XNY 
处 是 # 阶 连续 樟 接 的 ,或 # 阶 光滑 拼接 的 , 记 作 CC*. 

由 此 定义 及 定理 6.22, 定理 6.23 不 难得 到 

定理 6.26 i$ X (f, 5,2289 0 一? 维 不 可 约 代数 徐 ， 
Y = (h) 为 不 可 约 超 曲 面 ，X 站 Y 295 —r 一 1 维 不 可 约 代数 
E, H ideal(f,,---, f, 5) — I(XDOY), Wy» r ERME X'— 
z(g1，**…,8:) 过 XQY 且 与 X 是 C* 连 续 拼 接 的 充 要 条 件 为 

g; € ideal fist c, f, 570, E 1,2,..°.,s, 

在 曲线 曲面 设计 中 ,经 常 采 用 的 是 几何 连续 (或 几何 光滑 ) 性 ， 
记 为 GC* 或 G^. 在 微分 几何 中 ,A* 中 的 点 集 X 称 为 加 维 C* 光滑 
BUEL,S B DUX gx € X, 存 在 其 在 X 内 的 一 令 域 U0, 及 Cs 微 
DAE :2 一 Us，Q 为 A* 中 的 开 集 。 一 个 曲面 你 为 GC 的 当 
县 仅 当 于 它 的 每 一 点 处 存在 一 分 域 ， 使 得 这 个 邻 域 为 一 个 C* 流 
形 ， 关 于 参数 曲线 ,曲面 的 几何 连续 性 在 [1311,[132] 等 文献 中 已 
有 较 详 细 的 讨论 。 就 本 质 上 讲 ， 几 何 连 续 是 与 参数 选取 无 关 的 一 
类 几何 属性 。 果 代数 繁 的 子 集 拼 接 而 成 的 所 谓 “ 分 片 代 数 给 ”的 
几何 光滑 性 应 该 如 何 来 描述 呢 ? 定义 6.25 BEER" AY JV OB" BL 
何 连 续 的 一 种 等 价 定义 。Garrity 与 Warren?" 得 到 了 下 面 的 结 


uL 


ertet ima a mi 


ib. 

UX ARAR URA 

y = UlglhgéA ns snl, gEICX)} (6.18) 

为 一 环 ， 当 XX 不 可 约 时 ， ce x 中 每 一 个 在 X 上 不 恒 为 零 的 元 素 在 
Jarx 中 都 有 逆 元 。 因 此 -erx 中 有 唯一 的 极 大 理想 Ua Mee 
r, Fe 在 X 上 恒 为 零 }。 从 而 of 为 一 局 部 环 。 

YABA X RER N 

LTD) = (Elte fx， B fla EY HERE) (619) 
构成 .erx 的 一 个 理想 子 环 ， 

X2 6177 RX, Y 为 mm 维 代数 徐 ，xe XNY 为 它们 的 
简单 点 ,X 与 Y 在 x 点 处 GC" 光滑 拼接 的 充 要 条 件 为 

1 Q0 1, apre d, Qe d, a) 


EA 6.287"! ig X, Y jo m! PORK, e TE m — 1 维 不 可 

ORSR wit GC" 光滑 拼接 的 充 要 条 件 为 
I,,U0 十 L,, 00)" — LY) t EG)". 

在 CAGD 中 ,通常 仅 应 用 实 的 低 维 数 的 代数 簇 。 诸 如 RP 空 
间 中 的 实 代 数 曲 线 ,曲面 R? 中 的 实 平 面 曲线 等 。 以 下 讨论 隐 式 
实 代数 曲线 ,曲面 的 光滑 拼接 条 御 。 关 于 代数 曲面 的 过 续 性 ，J 
Warren, C. L. Bajaj 等 1! 楷 出 了 

定理 6.29 如 果 曲 面 s(x,y,z) — 0 与 h(x,y,z) — 0 是 横 
截 的 , 且 交 于 不 可 约 代 数 曲 线 e, 则 代数 曲面 f(x,y,z) 一 0 在 ¢ 
上 与 g(x,y,z) 一 0C* 光 滑 拼 接 的 充 要 条 和 件 是 

fCx,y 2) m a(x.,y,2)g€ 5,9 2 十 Cr y h^ CRY). 

如 果 曲 面 g(x yn) 一 0 与 A(x,y.2) — 0 在 无 穷 远 处 没有 公共 
分 支 ; 则 ag 及 ph RAEDT ET f 的 次 数 , 这 里 a,8 均 为 在 
€ 上 不 恒 为 零 的 实 多 项 式 . 

iHi ch HE 入 zy y. 2z) 一 六 十 2 好 十 22 一 2 一 0 与 
À(x,y,z) — x — 0 相交 而 得 、 则 当 2 次 曲面 f(x,y,22—0 5 
gGx,y,2) 一 0 在 c 土 相 切 时 , 必 有 FC, y, z) 一 og(x, y, z) 十 
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BP(xz, vy, 2), «, B 29 SCRI. EG a, 8 分 别 取 名 种 不 同 的 值 , 则 入 
应 得 到 在 c< 上 与 8 = 0 相 切 的 2 次 曲面 答 。 着 f 二 0 与 g 二 0 在 
c 处 C 光滑 拼接 , 则 有 
fxsys2) = a(z,y,2)gCx,y 2) + Bx, yx), 
alr, yz) — axt byt ez d- d, 

a,b, c, d, B OO SEIN, CBEXT—E5 E = 0 E cik COGN 
拼接 的 3 次 曲面 

罗 钟 鲜 等 补 ) 也 给 出 了 平面 代数 曲线 的 光 斌 拼接 条件 ， 并 由 
Bezout 定理 得 到 下 面 的 结论 . 

定理 63097 两 个 吉 次 平面 代数 曲线 e: fley) 二 0 与 
cz:f《x,Y) 0 在 它们 的 交点 P* 处 crt 光滑 


(»«(" 5 )-»-1) 
的 充 要 条 件 为 


afí(x,3) — 8fi(x,9) = IP" (x, y)g(x. y), 
其 中 g(x,9) P, cao, o, 6 为 非 零 实数 , 且 g(x*,y*) —0, ifm 
l(x,y) 一 0 为 ci 与 cz 在 产 点 处 的 切线 方程 。 
推论 6.31 不 可 约 2 次 曲线 efie y)—0 与 ei fin y)—9 
在 它们 的 交点 《x*,y*) 处 C? 光滑 拼接 的 充分 必要 条 从 为 存在 1 
次 多 项 式 P(x,y)，P1i(x*,y*) — 90， 使 得 
afi xy) — ofilx,y) = x,y) PAG. 32, 
其 中 (x,Y) — 0 为 曲线 c 与 ca E (x*,9*) 处 的 切线 方程 ， 而 
0,50, 为 实数 。 
推论 6.32 不 可 约 代数 曲线 ct: 太 (zyy) 一 0 与 ca: 六 (xyy) 一 0 
在 它们 的 交点 (x*,y*) 处 C? 光滑 拼接 的 充分 必要 条 件 为 存在 常 
数 a, 8, 使 得 
FlG,) — 8f) 一 aliCx,y), 
其 中 hler) — 0 为 曲线 6 与 ei E Cx , y* ) 处 的 切线 方程 
R'naSCUOX BRE cifry) 70 与 6:g(5,) — 9 在 它们 
的 交点 P, = (Gu. 处 可 以 展 成 Taylor 多 项 式 : 
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fy) = 2 FYNE — n) + » fs — y) 


189 E gi TET 
十 2 ag Cos zs 也 十 [m fTOSgS9n) 
G7 a) — 3) H E 2 iy — 4 
2 By 
(6.20) 
5 


zey) = 2 gos — x) + -oars I) — 90 
x 8y 


9 
+ i og gn yx 一 n» 十 pios gs yo) 


. C2 — xy 一 加) 十 gu, x0 一 yo) 十 
əy? 
(6.21) 
由 定义 620, 08 e, 与 c 在 P, = (y) 点 处 C 光滑 拼接 
的 充 要 条 件 为 
af(x,y) = 8g(x,y)modI(P,)""*, (6.22) 
其 中 ag € R[x,y1, oCPORCP)) = 0, G a — pja, Wo 可 以 
PRERA 
G(x,9) = ag F au(x — x.) H au( 一 加) 十 (6.23) 
3831 (6.21),(6.22), (6.23) 8T f 
命题 6.33 曲线 cf) = 0 与 曲线 cg( n, y) 一 0 相交 
TA P, = (uy), BA 
(a) 曲线 c, 5 e dp P i C 光 滑 拼 接 当 且 妈 当 存 在 非 等 党 
数 Go 使 得 


0 


Bx fts Yo) = aw Eelen), 


ə ə (6.24) 
dy FC 3,34) = 0» 8, 095 
(b) 曲线 e, S 6 在 点 P, (n y) 处 是 COCGIBEERS EB. 
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仅 当 除 了 (6.24) 外 ,还 有 
È Kanni) = fo Een) T Los gU YO)» 


et Q9 8 
825, C 92 - tw Bz £ 3o» Yo) 十 9wgy Cx) (diis 


十 an ga Yo)» 
Óx 


e P 9 
ay ovo) uz wil Ct Y) 十 2aorBy Gio) 


其 中 aw œ Ô, dys ao HARK. 
例如 , 设 殿 xz;y) = —3x-r y t t ty, AE (0,0) 点 处 
Ej g — 0 C! CB PERERS 2 次 曲线 了 一 0 必然 为 
f = aal —3x + y or x Ry») 十 a 一 3x7 十 xy) 
+ of 一 3xy +7) — 0, (6.26) 
其 中 ew 36 0, MUEIBÓ33, 也 可 以 写成 
Í = ang + (3x yXaux 十 ag). 
类 似 地 ,可 以 通过 Taylor 展 式 得 到 RP 中 的 两 个 代数 曲面 在 某 点 
处 光滑 拼接 条 件 。 
$8 9.54. 里面 fry) 二 0 与 g(x,y,z) 二 0 在 它们 的 
交点 P. (sn) 处 相 切 的 充 要 条 件 是 存在 常数 a x 0, 使 得 


S B) = aE P,), 
x Ox 


[o] ð 
Lee) = a, C2, (6.22) 


9f (p = aE 
S CP) = aE (P,), 
$3. 4p Hr Rta 
在 $2 中 ,我 们 讨论 了 代数 繁 的 光滑 拼接 问题 ， 由 光滑 条 件 便 


可 构造 C* 光 滑 且 分 片 定 义 的 “C* 代数 $C. Lin, f — 2 — 9, 
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g — x —z-0 为 R 空 间 中 的 两 个 代数 曲面 它们 显然 在 曲线 
( 二 ,处 是 C' 光滑 拓 近 的， 于 是 由 曲面 片 (， 二 0 及 {0 组 
合 而 成 的 曲面 就 是 一 个 C! 分 片 代数 曲面 。 另 外 ,我 们 熟知 的 样 条 
曲线 ,曲面 则 是 特殊 的 分 片 代 数 簇 。 

通过 有 限 个 As 中 的 超 曲面 片 , 将 单 连 通 区 域 DEA” 齐 分 成 
有 限 个 单 连通 子 区 域 ， 称 为 冲 分 胸 陪 ， 这 禅 便 形 成 了 了 的 一 个 剖 
分 。 如 图 4.1 为 平面 区 域 卫 的 一 种 章 分 。 我 们 经 常用 A 记 某 一 区 
域 DCA* 的 剖 分 , 它 是 由 所 有 剖 
分 胞 腔 91577 * 0T 及 其 边 Sistr. 
Ss 等 的 总 和 。 其 中 sis“ iB "Ss 为 
维 数 小 于 * 的 代数 超 曲 面 片 或 代 
AR, CHARA MD. E 
^i E rek A 的 边界 是 由 有 限 个 
剖 分 网 面 组 成 的 ， 它 们 称 为 的 
边 , 网 面 5; 如 果 是 某 两 个 胞 耽 的 
公共 边 ， 且 不 属于 DD 的 边界 9D， 
则 称 其 为 内 网 面 ， 和 否则 称 其 为 边界 网 面 。 对 任意 一 网 面 $;， 它 的 
关联 区 厂 定 义 为 所 有 以 S; 为 边 的 胞 腔 的 并 集 。 

D LPS f 限制 在 入 的 每 个 网 腔 o; 上 为 一 多 项 式 Pe 
REx-** te], 称 为 DD 上 关于 划分 A 的 分 片 多 项 式 肖 数 ， 所 有 这 
些 函 数 构 成 的 环 称 为 分 片 多 项 式 环 , 记 为 PCA). 

定义 6.35 设 和 A 为 区 域 DTA WL, f€E P(A), HIES 
个 胞 腔 上 不 便 为 零 。 集合 

z{f) (CHIIPESIBCHHEERE, 一 0， (5, ro)E Dj 
称 为 D 上 关于 入 的 分 片 超 曲 面 。 对 于 任意 两 个 相 邻 胞 腔 mi oj. 
z( PO Co floj) = zCPD Coi Na), P; fis, Pi= flo i 
Bi eC Pi) 5 z(P)) TE x( P) Co; loy) 处 C^ 光滑 拼接 , 则 称 z(f》 
为 DD 上 关于 人 A 的 C^ 分 片 超 曲 面 。 
$8636 ” 设 导 为 局 上 关于 A 的 6C* 分 片 超 曲 面 ， 则 集合 
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ICX) 一 (f(x) = 0, xE X, f €ePCA)] 
构成 PCA) 的 理想 子 环 . 
证 明 显然 【I(X)CSCPCA)， 对 于 任意 1,g€ 1(X), 有 f(x) 二 
0, g(x) =0, xE X, R Fx) + g(x) = 0, f(x) * g(x)=0, 
xe X, FEE f 十 8, ，g 《1(X)。 于 是 1(X) 构成 一 个 环 。 另 
外 ,对 任意 a € P(A), a(x)f (x) = 0, xE X, Büaf EX) O 
PLES? HAJER DCA* BN aL, f .f, EPC), 
则 
sChs:sf- (CT 8) fiCns 2:29 一 0， 
一 12 人) 
称 为 也 上 关于 A 的 分 片 代数 簇 , 对 于 每 两 个 相 邻 胸 腑 ci, ci， 代数 
3E PP, PP) 与 z(Pj5,- --,PPP) fH oio; 的 交点 相同 ， 
且 在 cmnenzx(PpD…… Pi) 处 C 光 滑 拼 按 , 则 称 zs 1 
为 关于 A 的 C DERRI. 
命题 6.38 设 入 为 A* B9B 2, X 29 A* 中 的 分 片 代数 策 , 则 
ICX) = {flix) =0, x€X, f EPCA)} 
构成 PCA) 的 理想 子 环 . 
由 代数 繁 的 光滑 性 定义 ,有 
命题 39 设 XCA* 9X T A" 中 前 分 和 A 的 C^ TIER, 
则 存在 关于 和 的 分 片 代数 曲面 f,-0,-,f,—0, 使 得 
X — (f t m zf)N Nz,), 
且 f,—90 在 X 的 每 一 点 处 为 C" OGIBRJ, i 13,2, sr. 
ENL 940 设 成 为 关于 和 的 分 片 代数 得, 它 的 维 数 定义 为 
dimX 一 max dim( Xf1o;). 


$8641 i XX 二 z(f)SA"，f€ P(A) 为 C+ 分 片 代数 起 
曲面 , 则 dimX —»- 1, 

$E 642 i X-—z(f),Y —z(0 为 4 中 关于 剖 分 A 的 
C^ 分 片 代数 超 曲 面 , 且 在 每 个 胞 腔 上 ,XX 和 Y 没有 相同 的 分 支 , 则 
XNY — z(f,8) 为 # 一 2 维 的 C^ (XO. 


ZI 


"Y 


-u 


Nites 


LT mna me. 


as 
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每 个 Cx 分 片 代数 和 X, e l, 的 切 空间 在 每 点 处 都 是 连续 
ÉI SEXTE xE X 处 的 切 空间 为 了 -.rx*。 如 果 点 EXN, 为 代数 
$& X (1o; 的 奇 点 ,此 时 dim7。x > dim X No), x 4.8829 X Bd 
点 。 居 中 的 其 它 点 则 称 为 基 的 简单 点 。 
下 面 讨论 一 种 特殊 的 C* 分 片 代 数 徐 ， 
设 JERCA) X A" 上 的 C^ 连续 函数 。 显 然 有 xf 为 C* 分 
片 代 数 超 曲面 ， 
命题 6.43 设 和 A 为 A* B— ^], W 
SA) = {f If E€ CA INPCA)} (6.28) 
构成 六 上 的 一 个 环 。 l 
我 们 称 环 S^CA) AA F A D Aah C^ RE RAA SEPA 
k[,, tt IESALA), F ESEA) 的 次 数 为 了 上 限制 在 A 的 每 个 胞 
足 上 相应 多 项 式 次 数 的 最 大 值 , 记 为 
degf 一 max deg( f aj), (6.29) 
命题 .44 SA) 中 所 有 次 数 不 超 过 mm 的 C* 样 条 函数 的 集 
A 
SZCA) = {fldegf < m, f € 5"CA)] (6.30) 
£k EB89—^4 5 PRA ERE ES HE, m z 0, 
正如 在 第 -~ 章 中 交待 的 那样 , 通常 称 SCA) 28 BEER m 
次 样 条 函数 空间 。 从 以 上 的 叙述 可 以 看 出 ， 环 5*《A) 与 空间 
3(A) 是 与 剖 分 密切 相关 的 。 关 于 二 维 情形 下 的 样 条 空间 的 结 
构 , 可 参见 本 书 第 一 章 。 
O RÜB, GER u oo 及 剖 分 A, HAN y ER SÉ, 
即 非 返 化 的 C^ 样 条 函数 都 是 存在 的 。 但 对 于 取 定 的 >0， 
SCARE y] 却 不 一 定 是 非 空 的 
对 于 高 维 空间 A*, # > 2, 当 剖 分 和 的 每 个 网 面 为 超 平面 时 ， 
样 条 空间 5%《A) 相应 于 定理 1.3 及 定理 1.5 的 结论 也 成 立 。 以 下 
恒 假 定 人 A 的 网 面 均 为 超 平面 . 
作为 代数 得 的 推广 ,下面 讨论 样 条 函数 零点 集 的 性 质 。 
定义 6.45” 设 和 A 为 A* 的 一 个 剖 分 ,XX 三 A"。 如 果 丰 在 fiets 
13454 


f E SCA), E 


X = sz) — N x*(fi) (6.31) 
Ws X 5 A* 中 关于 剖 分 入 的 Cs 样 条 代数 簇 , 如 果 存 在 f € Se(A)， 
使 得 X — x《f)， 则 称 区 为 C^ 样 条 代数 超 曲 面 。 

把 一 维 样 条 代数 秘 称 为 C* 样 条 代数 曲线 ,二 维 的 样 条 代数 知 
则 称 为 样 条 代数 曲面 

命题 6.46 对于 点 集 XCA', 集合 

ICX) = {ff Cx) = 0, x€X, f(x)€ SCA)} (6.32) 

构成 环 SCA) 的 一 个 理想 。 若 YE 和 则 I(Y)2SICOX). 

命题 65.47 对 于 样 条 函数 集合 FCS"(A), z(F) 29 C* 样 条 
(RUE. X YDG, 则 z(G)2z(P). 

引 理 6.48 i$ RO) Noerher 环 ,M 为 有 限 生 成 的 尺 模 ， 则 对 
为 Noether 及 模 。 若 好 为 一 环 , 则 闻 为 Noether Xf. 

设 入 的 每 个 网 面 为 超 平面 ， 则 由 多 元 样 条 所 满足 的 协调 方程 
及 表现 定理 可 得 

定理 6.49 SA) Noether 环 。 

证 明 显然 SA(A) 为 RIn,:::,5,]. 上 的 模 。 由 多 元 样 条 的 
表现 定理 知 , 任 一 1& Sr(A)， 它 可 写成 


f= PCz xs) 十 »39G.- ty X.) * [Cn 1,2) 8" 
i-i 


(6.33) 
其 中 Qin. 为 光滑 余 因子 ,它们 满足 多 元 样 条 的 协调 方 
程 。 所 以 SXA) 为 由 

{1 Crm, re) CR tt} 
生成 的 R[x ox] MAITH AT Rss cox] 为 Noether 
环 , 且 模 寻 为 hinc] 上 的 有 限 生成 模 , 是 故 对 为 Noether 
Aix yz] 模 ， 从 而 SCA) H Noether kispista] BRÈ 
是 Noether 环 。 p 
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$38 65077 — ib ADS Ar AREENA C^ 样 条 代 
SCERG3ES E C^ ERRARE EZA C^ ERRER 是 
C* ERREUR HETE o K A* 也 都 是 C^ ERRAR. 

证 明 如 果 X= (T), X;— z(T:), Ti, T;€ CA), RJ 
XU X, 一 z《T1T,)， 这 里 

TiTa = {f* glf €T,,g €T,} 

EXE, WE- ee XUX， 则 有 aeX R a€X;, 所 以 
a€z(T,T), BP z(DT) 2X Xi. 

反之 ;对 任 一 a € z(tT,T;)。 若 aXX, WEE T 中 的 C* 样 
条 函数 f, 使 得 f(a) Se 0。 但 对 所 有 e € Ti, 有 fe(a) 一 0。 于 
是 g(a) 一 0， 因此 ae X, Win (TTE XU X. 

如 果 X e lT), TIGA), i 一 1 27 为 有 限 个 任 


意 给 定 的 C* RRRUR WAX 一 (Tr). SiL axo cn 


HERE. du o = z(5"(A)), A* — z(0) 也 都 是 关于 A 的 C* 
样 条 代数 策 ， O 

定义 6.51 xp A'GJEXEIAY A i 7 5 - (A'NXIXCA* 79 
关于 A 的 Ca 样 条 代数 镁 1}, 则 572 29 A* 的 一 个 拓扑 , 称 之 为 关于 
Ha AB Ca Zariski dad]. 

ELES? AXA 的 一 个 剖 分 , Y CA* 为 关于 AA 的 C^ 样 条 
代数 窜 。 若 可 以 表示 成 非 空 真 闭 子 集 Yo Y: 6936, 则 称 Y 为 可 
约 的 ,否则 称 Y 为 不 可 约 的 。 

$86.53 XA A XT BID AB C^ ERRE, DUX 
EXE SSESESESEVE-EIO 9E 为 SA) 的 察 理想 ， 

证 明 如果 区 为 不 可 约 的 ， 丰 上 OX), IW 

X&z(fg) — xCDUszGD, 
所 以 
X = (XD zCPDUCGXO Ca», 
故 必 有 
xcxüzCDngsi», 
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R Xztg)， 俯 而 1 或 8E (X). 

反之 ， 如 果 A= I(x) AREE, BiZ X-—WwuV, RA 
9$ — 1CWW)NICV)， 所 以 921 — IQVO RIV), 从 而 XWR 
V, 8p X "RI Zim. D 

326.5402 .772 35 Noether 拓扑 ， 即 任意 不 可 约 的 下 降 
闭 集 列 已 二 P: 二 … 都 是 有 限 列 。 

证 明 由 命题 6.53 0, .3 必 的 每 个 不 可 约 闭 集 ， 都 一 一 对 应 
一 个 S*CA) 的 素 理想 .因此 每 一 个 闭 集 下 降序 列 P.L F,2- 9 
都 对 应 一 个 S*CA) 中 的 素 理 想 上 升 列 FYC C e. AF 
$*(A)39 Noether 环 ， 因 而 它 的 每 个 素 理 想 上 升序 列 必 为 有 限 
列 。 O 

定理 6.5502! 关于 A* 的 剖 分 入 的 任 一 C* ERRARE, E 
表示 为 有 限 个 不 可 约 C^ 样 条 代数 往 X,,…… X, 的 并 , 即 

X= UX (6.34) 


ini 


证 明 ”对 于 任意 给 定 的 关于 A 的 C* ERRER X, MAX 
为 不 可 约 的 , 则 定理 成 立 。 假 定 X 为 可 约 的 , 则 存在 C^ 样 条 代数 
EW, VCX, E X= 所 UV， 关 定理 对 X 不 真 , 则 至 少 对 WW 或 V 
之 一 定理 也 不 真 。 不 妨 假定 定理 对 W 不 真 ,因而 WW 必 可 约 ,从 而 可 
以 继续 将 刺 分 解 为 WUW. 如 果 继 续 下 去 ， 即 可 得 到 一 个 无 穷 
下 降序 列 XDWDW e, t5 7 $29 Noether 拓扑 的 假设 相 
TE. D 

与 代数 答 相 比 ，C* 样 条 代数 位 的 结构 更 为 复杂 , 但 它 具有 很 
多 与 代数 矮 相 似 的 性 质 。 这 点 将 不 作 进 一 步 讨论 。 下 面 讨论 样 条 
代数 曲线 、 曲 面 与 多 元 桩 条 插值 之 阅 的 关系 。 在 此 先 考察 多 元 多 
项 式 插值 。 设 不 为 实数 域 , P。CR[x*.,…,x。] 为 ?元 下 次 多 项 式 


空间 ,点 Gy GE 和 其 中 r = dimP,, 7 -("t^) T 


对 任意 给 定 的 一 组 实数 fuos f MARISHA? € PL FE, 
使 得 
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pla) = fi, i 1,2, ty (6.35) 
ME attesa, 29 PL 的 一 个 播 值 适 定 结 点 组 ， 
在 多 元 多 项 式 插值 中 ， 有 一 个 关于 多 项 式 插 值 适 定性 的 重要 
定理 , 那 就 是 
定理 6.56 ” 设 P。 为 多 项 式 空间 。 结 点 组 aea, SA", 


| md | 
7 一 dimP。 — (7 ^ ), 06 P. 的 适 定 插值 结 点 组 的 充 要 条 件 为 


它们 不 罚 时 位 于 任 一 个 代数 超 上 曲面 上 。 
证 明 设 a,,…-,a, 为 P。 的 插值 适 定 结 点 组 ， 且 它们 同时 
位 于 一 代数 超 曲面 。 按 线性 代数 理论 ,可 知 满 足 
pla:) — 0, i 1,2,-55,f, 
的 多 项 式 p EP。 必 为 零 多 项 式 。 
反之 , 设 ,…… ,a, 不 是 Ps 的 插值 适 定 结 点 组 ， 于 是 存在 一 
组 实数 有,-……,f, 使 得 与 (1.35) 式 相对 应 的 线性 方程 组 之 系数 行列 
式 为 0。 因而 有 非 零 的 多 项 式 4 € P, 存在 ,使 
g(a;) = 0, i 1,2,***,r. 
即 ee, 若 在 同一 个 代数 超 曲 面 9? 一 0 上 。 口 
以 下 讨论 Hermite 插值 问题 ;对 于 给 定 的 点 组 a,'… ,a 及 
非 负 整数 NoNo 以 及 任 给 实数 hj a; => Caise ,0 ), 
la;| SN; p- 1,2,:- "sty 寻求 peEP,, 使 得 
D^ip(a;) T faja 
a, = (2,7, 20). jai m D od <N: (6.36) 
aj 20, j1,2,--*,, i= 10,2, 5, f, 
” /Ni 十 m--n 
如 果 (6.36) 的 方程 个 数 >( P) dimp. 一 (”， ), 且 对 
E {fahs 存在 唯一 的 p € P., 使 得 (6.36) 成 立 , 则 称 点 组 ms 
a, 是 《Ni,-'*,N,) Hermite 揪 值 的 适 定 结 点 组 。 类 似 地 有 
定理 6.57 点 组 antca, 是 Ps 中 (Nu, N,) Hermite 
插值 适 定 结 点 肖 的 充 要 条 件 为 不 存在 代数 超 曲 面 ,使 得 e, - --.«, 
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分 别 为 该 曲面 的 内。 ……,N， SA. 

在 空间 SCA) 中 ,也 有 类 似 的 Lagtange 及 Hermite tii 
题 ， 若 点 组 a,oa, 对 任意 给 定 的 实数 值 fcc uh, + 一 dim 
SA), FERH Se 5%( 人 A)， 使 得 

Sa) = fi, i—105,2,-* 5,5, 

则 称 点 组 mse, a, 为 CA) 的 Lagrange 适应 插值 结 点 组 。 
我 们 也 可 以 得 到 相似 的 播 值 适 定 性 定理 ，。 

EH 6,5807 — ea 为 5%( 人 和) 的 Lagrange 插值 适 定 
结 点 组 的 充 要 条 件 为 @，…:a 不 落 在 Ss(A) 的 同一 块 样 条 代数 
曲面 上 , 即 I((a---,a,3) = (0), 这 里 7 = dimszCA). 

G. Nurnberger 和 T. Riessinger! 给 出 了 在 矩形 剖 分 、1- 
型 和 2- 型 三 角 剖 分 上 取 某 些 样 条 空 间 Lagrange 或 Hermite 
插值 适 定 结 点 组 的 算法 。 


$4. 代数 曲线 .曲面 的 逼近 


在 CAGD 中 ， 我 们 所 涉及 的 曲线 .曲面 大 都 是 代数 曲线 、 曲 
面 。 在 曲线 曲面 设计 中 ,有 理 的 参数 曲线 ,曲面 有 着 广泛 的 应 用 . 
更 为 一 般 的 隐 式 的 代数 曲线 和 曲面 在 诺 如 求 高 维 曲面 的 等 值 线 或 
等 值 面 《Contour)， 曲 面 求 交 等 一 系列 问题 中 均 有 重要 的 应 用 。 
在 实际 计算 问题 中 ， 有 时 需要 将 某 些 昌 线 或 曲面 进行 等 价 或 近似 
转换 。 概 而 言 之 ,曲线 .曲面 的 转换 问题 主要 有 : 同一 空间 中 不 同 
表示 形式 (如 Bézier WER B EREHE) 或 不 同 次 数 的 曲线 、 曲 
面 闻 的 相互 转换 ; 多 项 式 旧 线 、 曲 面 同 有 理 曲 线 、 曲 面 闻 的 相互 转 
换 ; 多 项 式 或 有 理 参数 曲线 .曲面 同 隐 式 代数 昌 线 .曲面 癌 的 转换 
《包括 隐 式 的 及 有 理 参 数 化 或 参数 化 还 近 ); 史 式 代数 出面 间 的 要 
互 转换 等 ， 在 以 上 提 到 的 曲线 、 暴 面 的 转换 中 ,很 大 一 部 分 是 通过 
逼近 的 方法 来 实现 的 。 以 下 奴 就 在 曲线 .曲面 设计 中 常见 的 曲线 、 
曲面 这 近 问 题 给 出 相应 的 解决 方法 以 及 误差 估 计 《 参 见 L122]， 
[129]1)。 
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4L 关于 2 次 曲线 《Conic) B9 RGB E 

2 次 曲线 是 CAGD 中 最 常见 的 代数 曲线 ， 每 一 条 2 次 曲线 
都 是 平面 代数 曲线 。 这 里 假设 所 讨论 的 2 次 曲线 是 在 roy 平面 上 
实 代 数 方程 


Hx.9) = ax! + bxy 二 ey’ 二 + dx 十 ey 十 f (6.37) 
的 实 解 集 。 我 们 知道 2 次 曲线 是 有 理 的 ， 即 存在 着 有 理 参数 表示 
x x(t), 
bes. gn 
使 得 
féxco,»(0) 20 (6.39) 


在 实际 应 用 中 ， 通 常 分 段 去 求 2 次 曲线 的 参数 表达 式 (x(?)， 
y(t))， 该 过 程 叫 做 代数 曲线 的 参数 化 。 首先 利用 有 理 Bézier fi 
线 来 表示 一 段 2 次 曲线 (参见 [130])， 

i c 为 平面 上 以 品 , ,为 端点 的 2 次 曲线 ,其 在 Pu, 天 处 切 
A P,P., P,P 相交 于 点 P, 则 2 次 曲线 C 可 以 表示 成 


(1 — alh + AB = 0, (6.40) 
Kmo-aici,nmh-0,25-20,45-09 4r 9l 29 P,P., PP,, 
P,P, 所 对 应 的 直线 方程 


ARP, Po P, 不 共 线 ， 则 由 该 三 点 所 确定 的 平面 上 的 任 一 
cor 都 可 以 表示 为 
r-—r d alr, — r) + £n ~— r), (6.41) 
其 中 《x,8) 可 当 作 是 > 是 由 P,, Po Pi 定义 之 新 坐标 系 中 的 坐 
b. WA, P PS PEU ER ES n = C, 0), 
ri = (0,0), r: — (0,1), Bri AP, PiP., PP, 的 方程 分 别 为 
8-9, —a—0, 4 十 8 一 1 一 0。 从 而 :2 次 曲线 的 方程 可 以 写 
成 
Slap) — (1— Jag 一 ala 十 B— I» - 0, (6.42) 
过 2 RR 上 的 任 一 点 《o 8) 的 切线 为 
SLEEN — aD) HSER X8 — 2) 0 — (643) 
该 切线 分 别 交 P,P., P,P, 于 A= (0,0), B= (0,8), 其 中 
ERE 


—24(a' -- g — 1) 
C"ü- 20g — 220 +S 1)? 


一 22(Kc" 十 8 一 1) 


六 
如 图 6.2 所 示 ， 
图 6.2 
; | B. A| | P,B| 
zuka- lAP, 97 iBp,r 
-IPA __ 4-249 —1 
ATARI 1—6 q—22« ^" T 
IPBL 8 —2—23(4À-—1) 
£i BP. 1 一 8 (1— Of > (6.45) 
£i 一 = Ao d- j — AY — A (6.46) 


(1 — aya'g 1 一 2 
因此 当 1 取 定 后 , gg; 为 一 常数 。 由 于 0 < 1 < 之 1， 所 以 


44 
Add bed 0, 


通常 把 该 常数 记 作 R. 
由 (6.44), (6.45), (6.46) 可 以 得 到 2 次 曲线 e 的 一 种 参数 表 
示 。 由 《6.44),(6.45) 可 知 
= —€— Bf 一 二 
atat? &tgzTt2 
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将 它 代入 到 (6.41) 得 


r-p 十 gin r) n) T ge r) 
8 十 有 十 2 &-cgct2 


e» Fo t £r 2r, (6.47) 

£c at2 

再 令 
g= w1 — 9] = 1015 

wu `” w1 一 w) 
则 

£g m, 

wi 


将 其 代入 到 (6.47) 即 得 到 下 述 的 有 理 Bézier 参数 表示 形式 
r(u) m P — wy V 2l — »)t wir oal, 


wal — uY t 2wu(l-— u) 十 wn 
(6.48) 
若 改 取 
i eb) PITE CR) M 
. mlu — a) wel — ww) 
则 由 (6.47?) 所 确定 的 是 间 一 条 2 RAR, EAER E le, 51 
而 不 是 [0, 1]。 参 数 # 和 zx* 之 间 仅 差 一 个 双 线 性 变换 
Auu + Bu o Cu D 0, 
上 面 已 具体 地 将 一 个 2 次 曲线 段 表示 成 2 次 有 理 Bézier É 
式 。 当 然 , 我 们 还 可 以 将 它 表 示 成 其 它 形 式 , 例 如 3 次 有 理 Bézier 
形式 
» wF, B; (uw) 
ru) = += , (6.49) 
2 Bu) 


其 中 
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A ~ ~ 1 
Wa T Wis 1, 77 Way W 7 a0 + 2m); 


T 1 
uc z Qw 十 wi), 


六 一 ro， 为 一 Ti 为 一 Snc luti, 
Wo 十 2w 
Lti 十 war; 
2w tH ow. ^ 
3 次 有 理 Hermite ÉA: 
r(u) 一 {rO Jw 十 gw) + rG GO, 
c onGowD + VO) 十 wigi(u)r(1))/ 
wehu) + wafil1) + wga) t wgl) 
Cm (Lo * rYCOD f C) + Do * riCa) 
+ iw ory Oeu) t Lw * rI Dg) 
Gef GO 十 WSU) 十 Eg) 
oxCO»)nG), (6.50) 


r 一 


其 中 
w(0) = w, w(1) "dw (0) = (nu — wu), 
a1) = 2(w,— w), 
r(0)= ro r(1)= ra $0) = ^ Cr 一 ro)， 
KD- =n) 
Me = 2w — 3e t l, hlu) = —2:6)-4398, 
Wu) — 6 — 2:6 ob a, gu) = — 93 
URAH BERDEA, CH j ERHE OS 
D vit-iPisitF ls) 
Bu) = 二 , (6.51) 


1 


» 9,44 AF i n) 
i-9 


P 
re 
"n rę) 
(B " 
Pyja Ba 
6.3 图 6.4 


0, 4P; 一 2r, — ini, 
aj P; = war, 
aja Pa = IWF: wn, 
aj t uw, Oja m 29 — Wis Ajy 77 28, — ns 
Fr P, 
如 图 6.3 所 示 。 而 


Fou) m i (u 一 1 


Fin) 了 (一 2 4- 2u c 1) 
Fu) m La 


D 2 X BRRR, 

4.2。 XT 200HARBUA WS STGB YT 

实际 的 几何 系统 模型 并 不 只 限于 有 理 曲 线 . 曲 面 。 事 实 上 ,在 
曲面 扳 合 时 ,有 时 也 项 要 把 所 插值 的 曲线 化 成 统一 的 多 项 式 时 线 . 
特别 是 要 把 一 般 的 2 次 曲线 眉 近 似 地 表示 成 一 些 多 项 式 曲线 奶 ， 
即 多 项 式样 条 曲线 。 
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不 妨 设 2 次 曲线 段 为 
> w,P,B ui) 
r(t) i-a 
> wB; ju) 


PQ — i + 2èP(1—: Pr 
m x =t 2wi(1 一 SEU ic ER 
dr oxi, wQ—a35-1, 9 7: 70 CHILE 6.4). 自然 
地 ,首先 想到 利用 2 次 Bézier 曲线 
Bl) = PA — 1% + 2P(1 — iy + Pr (6.53) 
来 近似 代替 r(:)。 它 们 之 则 的 误差 依赖 于 P, Po PeR w, 下 面 
先 给 出 用 BG) 通 近 rCO 时 的 误差 估计 。 考 虑 差 
vo mo ~ A b D pe 
— (P(1 — ty + 2Pa(1— 0 t P) 
2(l — wlot _ 
"Xd ay 2d 一 QUT e 
TPgQ0-—:u2-u-BPSsS— P). (6.54) 
H Bézier 曲线 的 凸 包 性 质 有 
(1 — zy + 2wi(1 — 1) -- à Z: minll,w], 


又 
(PO — F + 2PiC1 — a) + £P, — Pl 
< max(| P, 一 P,|,| P, — P.C — 0! x 23, 
z€ [0,1] (6.55) 
从 而 有 
定理 6.59 
rO — Bo < Lii — vi TUP Bb I B, 
ze [0,1], (6.56) 


证 明 由 (6.54) 及 (6.55) 有 
. 3967 


Ir(o — BG) « 2i1 — whl — DIC — oy 
max{ |P — Pi, |P — P, 


el minil,z) 
«lu = w] Pasi LP 一 - Pi, IP. — Bn n 
4 mia(l, w} 


通常 逼近 误 壮 较 大 的 地 方 是 在 f -— t ERRA Ri 


当 用 一 段 Bézier 曲线 作 逼 近 所 产生 的 误差 不 满足 要 求 时 ,要 先 把 
r) 分 成 两 自 
T wP PL — «y - wP Pu — uw) -- wi Pe 
: wl — KY + 2w Pull — u) 十 wi? 
« € [0,1], (6.57) 
* (Cu) zi wi? P, CI - uy 十 2w P 1 一 xy 十 wi? PV: 
: wP — uy + 2w(?u(1- u) t wi?w 
» € [0,1], (6.58) 


学 


* 


其 中 


wi? m» wP m w e l, 


wf = wP = n H w) m (1), 
ú 


wi? = wP 一 I (1 +w), 


Pio-Pp po - Pk wp, 

0 95 1 gu 2 

, _ go PO eB 
Pepe T RE 
po - Pit, Pa 一 也 

1 b 3 4 LI 


(RUE 65). ERREI 次 侧线 DUI. 一 Lp EARR, i= 


“357。 


p BVa” pi? 


RU-A BP =P 
6.5 


1,2。 为 了 计算 方便 ,不 妨 在 (6.57),(6.58) 中 到 


wi? = wP =l, w wi? = wi? = 1, ee 
3 


则 可 得 rlu) 和 r,GO 的 另 一 种 有 理 表 示 式 


= PPO — «Y + 2uPD«(n — »)-t Pv 
ru) (1—uy-r 2wu(l — i) dr ae E 4 € 10,1], 


(6.59? 
和 


= P? (1— wy + 2wP Pu —Ó B a 
rn) 《1 一 xy T 2mu(1— u) wv » ELOI 
(6.60? 


HATEB Bézier 曲线 
Bí(v)-— 5 PB, u) 及 Bu) = P» PB) 


KUBGEER COS 
Ir) BA < 11 — si UBI EP um 


miní1,:] 
9 qim max(| Pi? — PI, | Pj? — PPI} 
= —- ]— —————————— LT 一 -一 一 一， 
4 2 
*3$8 * 


min(1,s) 


i-—1,2. (6.61) 


比较 (6.56) 与 (6.61) 的 右 端 项 可 知 ,二 分 法 允 近 的 误差 递减 速度 大 


/ 1 十 zw 
PEE. E 二 人 一。 借助 于 上 面 的 二 分 法 ， 可 以 得 到 原 
2 次 曲线 +(e) 的 一 条 分 段 多 项 式 通 近 曲线 。 记 进行 次 二 分 法 
之 后 所 得 到 的 分 段 Btzier 曲线 为 BVG), r€ [0,1]. 

定理 6.60 ”当天 一 co 时 ,曲线 BG) 在 整个 区 间 上 一 致 收 
dis) rG). 

证 明 ” 若 记 (6.56) 及 (6.51) 的 右 端 项 分 别 为 及 «9, WA 


1 十 加 
w (1 — 2 ) 
g g cin Sg 


, 


i — w? (6.62) 
p li+mw 
Z= pm 


ik go =, w 一 w, gett = 


(7D 
JJ +w ) 
2 ga72 
《1 LS wD L+ wD 
£09 一 wD R - 1,2, "et MUE k >o}, Timm - l,lime™— 
0。 


我 们 知道 , 有 理 Bézier 曲线 段 及 多 项 式 Bézier 曲线 都 是 对 
与 之 相应 的 特征 多 边 形 的 一 种 和 逼近。 不仅 如 此 ,通过 升 阶 , 可 以 使 
相应 的 控制 多 边 形 随 着 升 阶 次 数 的 增多 ， 收 合 到 所 定义 的 有 理 
Bézier 曲线 。 因 此 先 将 2 次 曲线 升 阶 成 高 次 有 理 Bézier 曲线 ， 
再 利用 其 控制 顶点 定义 Bézier 曲线 , 即 可 得 到 原 2 次 曲线 的 一 种 
逼近 。 下 面 讨论 这 种 逼近 的 误差 。 
由 有 理 Bézier 曲线 的 升 阶 公式 ,可 以 将 2 次 曲线 钼 (6.52) 等 
价 地 表示 成 名 次 的 有 理 Bézier 曲线 
Dw ?Pn ?B wle) 
pu» = izo ,:€[0,11, — (663) 
P wi BUG) 


ixo 


. 359. 


其 中 知人 2 且 


Ks 
Pea wj, (6.64) 


TET. NM (6.65) 
P» p T 
i= 0,1, e,m, d Pr? i= 0,1, e,m AER Bézier BH 
线 为 
Becqp- Y PROB, (600,1). — (666) 
1:20 
XUTP4EdEm PCR ER Bézier 曲线 r) 及 具有 与 之 相同 控制 顶 
点 的 Bézier 曲线 B(G). EX 


"0 — BO = F| EPB — PZO 


HSE- P, = BOB] 
1 


3 L[2xec-aixe- Bo»8.«0] 
- HE = D SCP,- PB. 0)8.eco] 
zx S| $3 Gn wP Pj), (Bia / D 


ee 
teo iin 


o. 2i > Ca) 一 wjX P, — PD Bs) /D 


"d 


- [2:04.00] ÍD, ge 


其 中 
D = AO 
mm 
CG 
Q= I (ii — wP; — P), k= 0,5, 2m. 
jtm m 
dien ( i ) 
则 可 知 下 述 定理 成 立 ; 
x |Q, 
定理 6.61 jire) BOIS EONUE (6.68) 


oik 
由 上 述 定理 ,可 以 得 到 r) 与 BeA) 之 闻 的 误差 估计 ， 特 
别 地 ， 3m 一 3 时 有 
ir?) — BYO)| 一 2 [3(o(? — 1) -- (Y — DIPL. — 7) 


十 PPA 80) 
max | P(?— Pt? 


e-lpn-»x| 
4 
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(参见 图 6.6)， 
二 分 法 同 升 阶 法 相 结 合 是 比较 有 效 的 到 过 方法 。 图 6.7 表示 
的 是 利用 3 次 Bézier 沿线 逼近 2 次 曲线 的 情况 ， 
除 前 面 指 出 的 逼 过 方法 外 ， 另 一 常见 的 方法 是 基于 几何 光滑 
的 Hermite 逼近 方法 。 设 2 次 曲线 在 端点 处 的 型 值 , 切 矢 及 曲率 
分 别 为 ; 
r(0) = P, 
r(1) = P, 
FR) = 2w P. — P), 
(1) = 2w( P, — P»), (6.70) 


-5 (P, — PaP LA 
KD) IP, — B? 


1 KP, — P) x CP, — P)I 
ROD = za — iP, = Pro ， 
由 此 可 以 得 到 5 次 Hermite 参数 曲线 HG), 使 其 满足 
HO) — r(0), HO) = rO), HCO) = orl0), 
H(1) = of(1), 
AO) x HO) _ kO), IAQ) x ËO) = KD. 
(Æo); HD? 
由 Hermite 切 扔 插值 的 逼近 性 质 可 知 ,在 曲线 端点 处 满足 大 阶 切 
触 条 件 的 Hermite MRENE 2E r9 OCA), 其 中 4 为 曲线 两 端 
点 间 的 距离 。 由 于 对 应 于 Hermite 逼近 的 二 分 法 的 逼近 速度 为 
24". HB] 6.8 所 示 的 为 5 次 Hermite 曲线 逼近 2 次 曲线 的 情形 。 
4.3， 一 般 似 数 曲线 .曲面 的 逼近 
首先 讨论 参数 曲线 ,曲面 的 逼近 问题 。 这 里 的 曲线 .上 虹 面 均 恨 
定 为 正则 的 
1. 多 项 式 曲线 间 的 逼近 
如 果 PO),QC) 分 别 是 m, # 次 多 项 式 参 数 曲线 段 , 则 它们 可 
以 分 别 表示 成 m, n 次 的 Bézier 形式 ; 
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(6.71) 


Pl) = D) p,Bi CO, 1€ 0,1], 
iz0 


QAO — Y q;Bi OO, :€t0,1]. 


[EI 
不 妨 设 m n, 通过 升 阶 公 式 , 可 以 将 QUO RRA mox Bézier 
曲线 


Qi) = 5 qi" Bi s), :€ [0,1], (6.72) 
P-0 
Pyíim—i 
"n mp, Qi. 217 0,1,---, m, (6.73) 


uL 


关于 两 曲线 QCG) 与 PC) 闻 的 误差 有 下 看 的 定理 : 
X3 6.2 曲线 PO 与 QCO 闻 的 虐 离 为 
Pe) 一 QXG)| < ,Da ipic ql. (6.74) 
im PG) 与 QO 在 两 端点 处 满足 


di d' 
ELE 0) = -一 一 0 
£- POO) 5 Q0), 


其 中 


di di j= 0,1, rn, rzm0 (6275) 
g PO- gr WD 


363. 


则 当 2* 十 1 < 六 时 ,有 
gra = Ph 
gT - p.i (6.76) 
j= 0,1, r3 
m2r timh, P= Qe, re[0,1]。 
定理 6.63 当 条 件 (6.75) 成 立时 ,有 


| PG EE QG)l NM Ip,— ql 5e (+). 
(6.77) 
证 明 
m-r-] 
| Pc» T QG)| = | 5 (p; 一 qi" )B,u 
本 四 也 十 站 
e—t—) 
人 |p: V qi" nj PL 
m—r-| T 
— gUt7* ^ rd 
* NL ,iP q: 1 3 Bia (1). L1 


式 (6.77) 正 是 多 项 式 曲线 的 Hermite 逼近 的 误差 估计 。 值 
得 指出 的 是 ,满足 条 件 (6.75) 的 正则 Hermite 插值 曲线 不 一 定 存 
在 。 仅 就 常见 的 3 次 和 5 次 多 项 式 曲 线 间 的 逼近 问题 来 说 明 。 如 
图 6.9, py» Dio Ps 是 平面 5 次 Bézier 曲线 PG) 的 凸 控制 顶 
点 , 且 pu. pp. 的 延长 线 交 于 点 M、Q(D 一 D gB nO 为 


i-0 


3 次 的 Bézier 曲线 ， 且 满足 QO) = PO), QC) 一 POA), 
d -— d, d a a --— 
3, «09 dt P(0), d: QC) di P(1), 从 而 Po Gos 


Ps = qo 3091 — 90 = S(pi — m, 30 — 42 — (ps — p). 
IDE MIERE qq RÉ qq 上 , 则 QUO EHER +& [0,1] 处 均 
存在 拐点 或 奇 点 。 另 外 ,如 果 p Po Po P:R, QCO 只 能 是 一 
BER, 而 且 存 在 奇 点 ,如 图 6.10。 为 解决 这 一 问题 ， 将 插 秆 条件 
减弱 为 几何 光滑 条 件 , 并 对 PO) 进行 分 航 逼 近 ， 以 使 所 求 的 分 段 
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P, 4 ASt 


图 6.9 
P, P, 
9, B go 7 P, 4,7 Ps P, $5 
图 6.10 


较 低 次 曲线 满足 工 则 条 件 及 精度 要 求 。 通 常 把 二 分 法 及 误差 估计 
(6.77) 结合 起 来 ,构造 分 段 几何 光滑 Hermite 插值 曲线 ， 羽 逐步 
REBALAR., MLAWA RAEE Hermite 插值 曲线 时 ， 
在 满足 正则 及 保 形 的 前 提 下 ， 插 值 条 件 应 尽 可 能 地 反映 原 曲线 的 
固有 值 。 只 有 这 样 ， 才 能 使 得 误差 估 计 (6.74) 或 (6.77) 更 为 精确 . 
(当然 对 于 QCGO 与 PG) dem pbi ke GC 的 情形 ,误差 估计 
《6.77) 不 再 成 立 ,) 我 们 知道 , 同一 曲线 存在 着 不 同 的 参数 表示 。 
pliu, P(0-(1-—rfyp42ü-—spn-ct:r!fp 5 Qe 
(1 — ug + 3(1 — Yugi + 3(1 — uq + 104,0, : € [0,1], 
发 示 的 是 同一 条 曲线 ( 见 图 6.11), 其 中 
4,7 Po J: 一 用 9 一 BERL, gm EBER, 
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只 = n-A B-B-a-H 
图 6.11 
如 将 PC) 与 QG) 均 表 示 成 4 Bizier 形式 : 


Pi) = 2p, t € [0,1], 


QK) 一 Zaa: aCe), (€ [0,1], 
其 中 P = P, B= po, Dc IPC pe, PB-7p.P-7p.4s— 


1 1 = 
po 3 (pc p) $-— ra + 4p + p), E lc 


po.4-—p. 显然 , max lp;— ĝl 之 Zp 一 pi. 不 难 验 证 ， 
£ Po) = 0,5 PC) a0, 1€ (0,1]， 造 成 估计 不 准确 的 根本 


EB RE PG 在 + = 0 处 的 奇 性 ， 而 是 由 于 PO) 与 QG 的 参 
数 选取 。 
对 于 非 参数 曲线 、 即 多 项 式 阁 的 逼近 ， 误 Æ fe 计 (6.74) 与 
《6.77) 都 是 很 有 效 的 ,前 面 提 到 的 各 种 问题 已 不 复 存 在 
2. 多 项 式 曲线 间 的 间 近 
EE 


任何 多 项 式 参数 曲面 都 可 以 袁 示 成 匀 积 型 Btzier 曲面 或 三 
角 Bézier 曲面 。 所 以 任意 指定 的 两 个 多 项 式 参 数 曲面 已 wy) 和 
Qu, ») 均 可 通过 升 阶 公式 表示 成 相同 次 数 的 曲面 。 
设 
Plu, v) 一 >» 2 PiiB is) Bi (o), 


£9 is 


Q(u,v») 一 » » qiBis Bv). 


iso 1=0 
借助 三 角 不 等 式 ,容易 证 了 明 ， 
定理 6.64 
| P(u,v) Sun QC» ,»)1 和 mx lPi E ql , (6.78) 
0€ js 
Cu, o)€ (0,11 X [0,1]. 

TÓS665 E pi 一 9iji Eih0oxisrHm—r«ism, 
0sxzpmd,Bhe—is?«a,0«2r--1-«m,0-«2 lo 1n, 
则 有 

m-r-1s-1-1 


IPlu,o) — QU v)| « max dpi 4l 之 


了 十 TI 和 时 一 了 一 王子 二 LEE 
€ 1 i=i+t 


LE )Bia(+ )， | (6.79) 
(u,v) € 0,1] X [0,1]. | 
E 2rd 3 mom, Utin, WA Plu, v) = Que). 
如 果 PC) 一 2 piBi(r) 及 Qr) 一 2i qiBiv) 为 三 
fA Bézier 曲面 片 ， 其 中 A 一 Cly fa 4), lAl o ncs, 
à;zm0,21—1,2,8, M t — Cru Ts 7. 为 重心 坐标 , 则 有 
定理 6.66 |P(»)—QOI« marl p, 一 q! (6.80) 
定理 6.67 当 0a cr HmOs«a«rm; o«asr 时 ， 
有 aaga, W 
|P() Qi «& max 1p,— «il 


re PME 
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1 1 L) 
Btl—,—.—h .815 
(7 3'3 (6.81? 


Bu, a ma—rgEiAma—r£ÉAmma—rÉH, Pi T 4 
则 


urine (1,4,14 
IPE- QOIS mx in — et X Goia) 


Aj&a-r 
A icis 


(6.82) 

式 (6.81)，(6.82) 分 别 是 Pir) 与 Q) 在 边界 , 顶点 处 满足 
C' 切 触 条 件 时 的 逼近 误差 ， 

用 低 次 光滑 插值 曲面 逼近 高 次 曲面 同 祥 会 出 现 非 正则 的 情 
况 。 在 实际 问题 中 ,为 满足 一 定 的 误差 限制 和 正则 性 要 求 ,将 被 豆 
近 曲 面 进 行 细 分 ， 并 在 几何 光滑 条 件 下 构造 分 片 光滑 播 值 曲面 的 
方法 是 有 效 的 , 乘积 型 曲面 的 细 分 方法 比较 简单 (如 图 6.12(a) 或 
(b)). 


w-u. f " 
-| | | | v v=p* 
u 3 


人 e 
E 6.12 
细 分 算法 可 由 Bézier 曲线 的 算法 推广 西 得 到 。 设 
PO. Y 7 x 2: piBia(u) Biat), 0 SH v El, 


在 w 一 ws 上 将 其 分 成 两 片 Bézier 曲面 
Pils, 71) — 2) PPB, ms) Bi;adt) 
i=0 
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及 
pG, D — $3 3) pBie()Bis(0， 0G, «1, IN 


$0 j=0 


pi =~ pu. P 0,1,--*,m, 207 90,1,-7 5,9, (6.83) 
mr. : 


p? ag 23 PuBiiu in), i= 0,1l, eam, j70,1,:*-,5. 

(6.84) 
类 伏地 ， 也 可 得 到 在 > 一 va 上 细 分 曲面 的 算法 ， 6.13 所 示 的 
是 双 3 次 与 双 5 次 曲面 的 销 况 。 


图 6.13 


对 于 三 角 Béier PO) 上 的 细 分 方法 将 与 光滑 性 的 要 求 密切 
粗 关 。 例 如 为 构造 C" 的 分 片 3 次 曲面 片 ,采用 任何 细 方 法 都 是 可 
行 的 、 但 从 误差 尽 可 能 小 的 要 求 考 虑 , 须 加 免 产 生 犹 长 三 角形 . 因 
此 采用 如 图 6.14 所 示 的 细 分 方法 是 适宜 的 。 

利用 三 角形 顶点 处 的 型 值 及 两 个 线性 无 关 方向 上 的 切 矢 ， 可 
构造 C* 的 3 AMERI BC) 一 2, BPCO, Kohle E 
九 个 控制 点 可 由 已 知 的 九 个 插值 条 件 来 确定 ， 而 剩 下 的 bu 可 
借助 于 多 种 方法 来 确定 。， 例 如 ， 一 种 使 B(r) 具有 2 次 代数 精度 
的 取 法 是 令 
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€ 
图 6.14 


biu = Cras + Dus + Bon + Bon + Dau + Bian) 


— Cbn H bon + bap. 


构造 GC! 分 片 3 次 曲面 片 ,一 般 要 在 (a) 的 基础 上 进行 HCT 
细 分 ,如 图 6.14(c)。 误 差 知 计 (6.78) 一 (6.82) 对 于 非 参数 型 的 多 
项 式 函 数 亦 成 立 。 在 构造 几何 光滑 的 分 片 逼近 曲面 时 ， 需 要 在 满 
中 正则 性 条 件 的 前 提 下 ， 尽 可 能 地 插值 原 曲 面 片 上 的 固有 信息 . 
3. 用 多 项 式 坦 线 ,曲面 逼近 有 理 曲 线 ,曲面 
设 » 
5, to; p;B inalt) 
P) ~= + 
Z wB i,t) 
为 # 次 有 理 Bézier 曲线 ， 


QCO ar M qi B, C, zE [0， 1] 
imp 


, z€ [0,1] 
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ab nx Btzier 曲线 , 则 
í" b 
P()— Qo) - i25 wip;B, uU) 一 (x NOY 
a (3 AP vB] 
70 = ip ) BO 
-i-20 >. MI : 
之 w,B,u C) 


5 5 (wip: — w Bin GB, VC) 


- i20 j-0 . 


5 wB ia) 


1s 
DRB ral) 
=A ize. (6.85) 


p w Bj. 


i-Q 


其 中 


f " 
= > Cw;— wp 一 SX), &-0,1,--:,2s 
és (a) . 


如 果 L0, 5 一 1 2 1#y 


GG - 2 


(6.86) 


wi > 0 k — 0,1, 5,20, 


则 由 有 理 Bizier 曲线 的 凸 包 人 性 质 可 得 


定理 6.68 PO- HOS Rij, (6.87) 


wD 


[] rim 


z € [0,1], 
3 4 ntu dt Sri ARIS B OE d RR HER, M 
TRAKIJE, A SRI (TEX Pino. 56), (6.698, 
23 w,pıBiCE) 
类 似 地 ， 我 们 可 以 得 到 三 角 有 理 片 P) 一 e 一 一 一 


»» w,B4CE) 
ILE 
与 三 角 多 项 式 片 QG)- PX 之 间 的 误差 估计 ， 
定理 6.69 |PC) 一 QI < max Ar (6.88) 
w 


ir] =1, 7,20, i= 1,2,3, 


其 中 w>, lo| 一 +» 且 
Xs) 


-5 (wo ps wi) p, sa pi) DE TUS. (6.89) 


es dis 4 n" 
NT 


A = (3,1,25), là] = 2n. 
4. 隐 式 平 面 代数 曲线 的 逼近 
设 fy) 一 0 为 一 4 次 平面 代数 曲线 ， 往 求 一 分 段 有 理 或 
多 项 式 参数 曲线 ， 使 之 其 与 给 定 代数 曲线 Cey) 一 0 间 的 误差 
满足 给 定 的 要 求 。 对 于 有 型 的 代数 曲线 ， 已 有 一 些 算法 可 用 以 解 
决 它们 的 有 理 参 数 化 问题 (参见 [112 一 115])。 例 如 , 设 


104? E 


Us, (6.90) 


f x,y) — hly + iC), (6.91) 
则 显然 有 如 下 的 参数 化 表示 式 
x, 
= Zh (6.92) 
fie) ° 
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ME 


2 次 代数 曲线 的 有 理 参 数 化 方法 较 多 。 除 本 节 前 面 给 出 的 方 
法 外 ,此 处 再 介绍 一 种 方法 4 
f(x,9) = ax bxy + cy? t+ drt ey +f =O 
的 齐 次 式 为 
f*(zx,9 w) = az! t bxy + cy! + dxse + eyw + fw! = 0, 

利用 齐 次 坐标 变换 
x — a d bj A ed, 
y 一 a£ c by cg, (6.93) 
w 一 ax + By c, 

并 令 齐 次 式 IG y ,2) 中 所 项 的 系数 C b. 6) 29€, 918 


f*(2,95,9) 一 ff) + 10,9), (6.94) 
或 者 MS EL A » 
EEn Gagn E) e 
itea a a 
ET: thia tO ta ) 
ia 5i da cy asc Eu" 
(6.96) 
HG, 1) 
y egt + hi t n E ad + b €; 
Lib qp eg Ou 
w w jr (51) 
关于 齐 次 变换 的 系数 矩阵 


/a, bi €13 
, b, | 
8 5, c) i 


应 为 非 奇异 的 。 可 将 Cbn à b.) 取 为 2 次 曲线 上 的 某 点 的 齐 次 
上 坐标， PESE 取 为 l, g2, 03, Cis C3 RAIF. 对 于 具有 奇 点 的 3 次 
曲线 ， (b, b, 5) 应 取 为 坷 点 坐标 。 

对 于 非 有 理 的 代数 曲线 ， 一 种 自然 的 参数 再 近 方法 是 利用 分 
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眉 有 惠 的 代数 曲线 通 近 ， 然 后 再 进行 有 理 参数 化 ， 遂 常用 分 段 2 
次 曲线 来 允 近 已 知 册 线 、 下 面 讨论 任意 两 条 非 闸 代数 曲线 段 的 通 
近 误 差 估计 ， 

设 g(x,7) — 0 29 fCx,») 二 0 的 低 次 逼近 坦 线 、 我 们 只 须 
考察 它们 在 一 三 角形 工 上 的 这 近 性 质 。 假定 x,y) 在 T. 上 沿 著 
与 曲线 相交 边 的 方向 是 单调 的 , 且 f(x,y) 53 gCx, y) SJ. Bézier 片 
分 别 为 KY) 一 2 PBI(T) 5 g(r) 一 » 4,Bi( 1), D 


max lf(x,y) — g(x,y)| s max|p, — gale (6.97) 
G-yper itl=» 


* 


6.15 


记 曲 线 fx,y) 一 0 上 任 一 点 (x06,yo) ET 到 g(x, y) 一 0 的 距 
离 为 s(n,7o)， 曲 面 z= g(x,y) Æ (toy) 处 的 法 矢 为 N = 
(—z,, 一 gy，1)。 这 里 我 们 只 考虑 代数 曲线 附近 的 铺 形 ， 因 此 可 
假定 N = (0,0,1). 《参见 图 6.15)。 因 而 有 


fCx Yo) — gx») | a Az 
(x0, Jo) < TI o SA " (6.98) 
i | (—gy) Ac | 


于 是 我 们 有 
33& 6.70" 两 代数 曲线 f(x,y) = 0, Cry) 7 0 间 的 最 
大 限 离 sua 满足 


-314* 


Tom eR 


fn 139) — gn Yo) | 
V C74.» -- C^,» 
max| p, — ql 
«ub, 
dg 
mio (48), 

xaj- D8. BINE) | DIET 
的 方向 导数 。 通 常 应 于 s 的 方向 为 坐标 轴 方 向 或 三 角形 的 三 边 
(不 考 虐 与 曲线 段 不 交 的 边 ) 方 向 ， 

显然 ,在 代数 曲线 fx,y) 一 0 的 奇 点 附近 ,上 述 估 计 是 不 成 
立 的 ， 在 对 区 域 进行 加 细 三 角 剖 分 的 过 程 中 ， 当 某 个 三 角形 的 直 
径 已 小 于 给 定 的 误差 要 求 时 ， 则 可 以 断定 奇 点 就 在 此 三 角形 中 或 
在 其 附近 ， 在 此 琳 点 附近 只 须 采 用 线性 插值 即 可 。 细 分 过 程 只 在 
代数 曲线 通过 的 小 区 域 上 进行 。 如 果 在 某 个 三 角形 区 域 上 得 到 了 
满足 要 求 的 逼近 曲线 ,或 者 能 判断 其 中 有 奇 点 ， 则 细 分 过 程 停止 。 
如 果 三 角形 内 存在 多 于 一 段 的 曲线 或 人 x,7) 在 其 上 不 满足 误差 
要 求 (6.99) 记 要 求 的 单调 性 条 件 ， 则 需 继 续 进 行 细 分 ， 为 方便 起 
见 , 常 利用 Bézier 控制 点 来 判断 曲线 与 某 边 是 否 相 交 或 曲面 沼 革 
一 方向 是 否 单调 等 . 

除了 利用 隐 式 定义 的 有 理 代数 曲线 进行 这 近 外 ， 有 了 时 也 在 几 
何 光滑 条 件 下 ， 用 Hermite 参数 曲线 朋 构 造 光滑 插值 样 条 曲线 ， 
以 作为 原 代数 曲线 的 近似 参数 表示 。 设 HO) = (X0), Y), 
1€ (0,1] 25—Bt m ix. Hermite 参数 曲线 恨 KERA fO y), 可 
得 一 以 * 为 参数 的 ms 次 多 项 式 XAYO), X. f(x,y) 是 
n 次 多 项 式 ， 将 它 化 为 Btzier 形式 

HX, YOD) 一 51 Bi KO, (6.100) 


因而 有 如 下 的 误差 估计 式 : 
ICXCO, YCOD < max lhl, r€ CO,1]. (6.101) 


5. Bg RR h Ea E 


Sa; C max 
Ge yptet 


(6.99) 
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这 里 我 们 给 出 多 项 式 参 数 曲 面 片 P(u,v) = Celu, v), yCu, 
2)xKwsz))3 (uv) € D 对 曲面 f(x,y,2) — 0 的 逼近 误差 估计 ， 
不 妨 设 DD 为 三 角 形 区 域 ， 则 alusy), y, v), z(w,v)) 可 以 表 
示 为 三 角 Bézier 形式 : 


Kalu, v) y Cuv), z(u, 9)) = > 已 BinCz)， — (6.102) 


其 中 + 为 (w,v) 在 D 上 的 面积 坐标 ， 由 Bézier 曲面 的 凸 包 性 质 
有 
IGx u, 2, y CORI CAD) < max|b,l. (6.103) 


(u,v) ED 
6. 空间 代数 曲线 的 逼近 
一 段 空 间 代 数 曲 线 
po =g 
h(x,y,2) = 0 
可 以 用 参数 曲线 来 遥 近 。 以 多 项 式 参 数 样 条 曲线 PG) = (G), 
y.) 为 网 ,我 们 给 出 分 段 逼近 误差 估计 。 不 仿 设 PO), z€ 
[a,b] 为 多 项 式 参数 曲线 ,将 其 代 人 到 fx,yyz) 及 f(x,y,z) m, 
即 可 得 到 : 为 变量 的 多 项 式 成 区 D，7D 200). 及 fG), YCO, 
z(G)). CHIHI Bézier 形式 分 别 为 


fikale), yC), 200) = > BB ;m,n), 
及 
hGG,3(, 200) 一 5 ciBi su), 


t= a(l — u) + bu € [a,b], 
因而 有 如 下 估计 式 
max( |fiG2l , 15621) s maxi max (5; max {ei}} (5.104) 
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第 七 章 多 元 样 条 在 有 限 元 及 CAGD 
中 的 应 用 


随 着 计算 机 的 迅速 发 展 ， 多 元 样 条 在 有 限 元 和 计算 机 辅助 几 
何 设计 《CAGD》 中 的 应 用 越 来 越 广泛 。 在 有 限 元 中 ， 多 元 样 条 
是 用 来 构造 各 种 类 型 的 模型 函数 ; 而 在 CAGD 中 多 元 样 条 是 用 
来 构造 各 种 光滑 曲面 。 

首先 , 数学 物理 中 的 许多 问题 可 以 转化 为 求 函数 sey, E 

JC») 一 minJCe), 


其 中 了 是 Hilbert ZE, J:V — R 定义 为 
Io) = $ a(u,») — (ho), 


此 处 ale, 7) 是 VX 一 R 上 的 对 称 的 连续 双 线 VE 泛 ER, 105 
V > 丸 上 的 连续 线性 泛 函 。 通 常 取 了 为 Coers 空间 H5,H" 
(n 20) 等 。 由 于 了 是 无 穷 维 的 。 除 少数 特殊 情况 外 , 一 般 不 能 
求 得 上 面 变 分 问题 的 精确 解 .因此 需要 通过 数 信 方法 来 近似 求解 。 
有 限 元 方法 是 最 适合 于 求解 此 类 问题 的 一 种 方法 。 它 是 R. Cou- 
rant 于 1943 年 提出 的 ，、 随 即 越 来 越 广泛 地 应 用 于 各 类 工程 问题 
中 。1965 年 汉 康 在 他 的 著名 论文 《基于 变 分 原理 的 差分 格式 ?2 
中 莫 定 了 有 限 元 方法 的 数学 理论 基础 ， 使 得 有 限 元 能 从 应 用 的 局 
限 性 中 解 陪 出 来 ， 并 赋 之 于 统一 的 数学 基础 、 本 章 不 氛 介 绍 这 些 
理论 的 细节 ,只 想 众 有限 元 和 多 元 样 条 的 联系 ,特别 是 如 何 应 用 多 
元 样 条 理论 与 方法 去 构造 含 局 部 支 集 的 样 条 空间 ， 进 而 得 到 有 限 
元 模型 函数 等 方面 作 一 些 介 绍 。 对 于 三 角 剖 分 和 四 边 形 剖 分 来 说 
迄今 已 有 多 种 有 限 元 模 EP TE. 诸如 Adini 元 ，Morley 元 ， 
Zjenkiewjez 元 ，Argyris 元 ，Hermite 型 三 角形 元 和 四 边 形 元 ， 
ILE 


Lagrange 三 角形 元 和 四 边 形 元 ，HCT 元 和 PoweilSabin 元 
还 有 FVS 元 等 等 

从 本 章 将 要 介绍 的 A. Ženišek 定理 可 知 ， 要 在 任意 三 角 剂 
分 下 构造 具有 一 定 光滑 度 的 播 信 样 条 函数 ， 需要 在 顶点 处 给 定 两 
倍 于 整体 光滑 度 的 插值 信息 和 与 之 相 匹 配 的 分 片 多 项 式 的 次 数 ， 
这 在 应 用 上 是 不 方便 的 。 避 免 这 一 缺陷 的 途径 通常 有 两 种 ， 一 是 
对 原 有 剖 分 进行 加 细 ， 改 变 原 有 剖 分 的 拓扑 结构 ， 达 到 降低 分 片 
多 项 式 次 数 的 目的 ,如 上 面 提 到 的 HCT 元 ，Powell-Sabin 元 和 
FVS 元 均 属于 这 一 类 型 ; 二 是 利用 有 理 样 条 函数 ， 这 已 在 第 五 章 
作 了 介绍 . 

其 次 , 同 考 虑 构造 协调 有 限 元 模型 函数 的 出 发 点 一 致 , 样 条 函 
数 在 CAGD， 和 散乱 数 据 播 值 以 及 拟 合 等 方面 的 应 用 中 , 人 们 总 是 
希望 构造 具有 较 少 自由 度 且 具有 一 定局 部 性 质 的 盐 近 水 数 。 多 元 
祥 条 所 产生 的 曲面 通常 是 分 片 代数 曲面 : 隐 式 曲面 和 显 式 曲 面 ， 
前 者 已 在 第 六 章 中 作 了 详细 的 讨论 . 显 式 曲面 有 两 种 定义 方式 .一 
种 是 非 参 数 形式 的 曲面 , 它 是 某 二 元 函数 关口 上 > R 在 天 中 的 图 
形 ， 其 表示 形式 为 z dfGny) Guy)e9, Eha R R 中 的 区 
域 3 另 一 种 是 参数 曲面 , 它 是 2 在 喘 射 P:O 上 > 天 下 的 象 , 其 表示 
形式 为 P(wyz)，(xwy)EG、 显 然 非 参 数 曲 面 是 参数 曲面 的 特殊 
形式 。 前 者 一 般 只 适用 于 小 娆 度 情 形 的 曲面 设计 ， 诸 如 对 分 布 在 
乎 面 芭 域 上 的 散 妨 数据 进行 插值 或 曲面 拟 合 等 。 参数 曲面 在 具有 
大 搁 度 的 或 较为 复杂 的 曲面 设计 中 起 着 重要 作用 。 因 而 参数 曲面 
作为 曲面 的 一 般 表示 形式 ， 在 几何 设计 中 比 非 参数 曲面 有 次 更 广 
证 的 应 用 。 目 前 在 有 关 CAGD 应 用 软件 中 ， 所 使 用 的 曲面 大 都 
是 参数 形式 的 。 

用 样 条 孙 数 进行 光滑 曲面 设计 时 ， 首 先 迪 到 的 问题 是 如 何 光 
谓 拼 接 曲 面 ,在 以 往 的 CAGD 软件 系统 中 , 曲面 通常 是 用 张 量 积 
的 方法 来 构造 的 ,如 双 3 Coons HE, BERRES., KER 
样 条 介面 实现 起 来 比较 简便 ， 但 它 只 适用 于 规则 的 四 边 形 网 格 剂 
分 上 的 规则 数据 的 曲面 拟 合 。 复 杂 曲 面 的 设计 以 及 散乱 数据 的 项 
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面 拟 合 往往 要 在 任意 三 角 训 分、 甚至 任意 的 剖 分 上 进行 。 因 此 如 
何 构造 具有 局 部 支 集 的 样 条 空间 或 给 出 相应 的 局 部 插值 格式 是 样 
条 函数 应 用 于 实践 中 的 重要 课题 。 对 于 参数 曲面 ， 参 数 选 取 的 好 
坏 直 接 影 响 到 临 面 的 逼近 性 和 光 旺 性 。 

本 章 将 介绍 的 内 容 有 适 于 各 种 曲面 和 散乱 数据 拟 合 中 的 非 参 
数 形式 的 局 部 光滑 插值 格式 ;参数 曲面 的 光滑 拼接 条 件 ,常见 的 张 
量 积 型 曲面 以 及 散乱 数据 拟 合 方法 ， 此 外 ， 还 将 介绍 有 限 元 空间 
的 谱 基 及 其 构造 。 


$1. 多 元 样 条 光滑 播 值 格式 


L1 插 信 有 限 元 的 Zenistk spREUM 

设 2 是 平面 上 的 单 连通 或 多 连通 区 域 。 记 A 为 2 的 一 三 角 剂 
分 ,了 一 fo 一 1; 2 25Bl4 ABSIRBASEA, E 一 {ei: 
j= 1,2,***, Na] AAS ABS UE SE n, iT;: i=], 2,***, Nr) 
为 剖 分 A 的 三 角形 单元 集合 。 考 虚 如 下 的 插值 问题 :; 

IP》 对 给 定 的 函数 f(x,y)€ C'CO), HERES (x, y)€U, 
UcCC(O), (518 | 


o) 一 Por), i 1,2,---,N,, 一 1 2 (7.1) 
这 是 一 种 在 应 用 中 经 常 出 现 的 插值 问题 。 这 里 我 们 所 考虑 的 插值 
空间 U 为 分 片 多 项 式 空 间 。 


为 介绍 这 一 节 的 主要 结果 ，、 引 进 如 下 记号 : 设 r >e 

0 是 给 定 的 整数 , 在 每 个 网 线 的 内 部 ， 选 择 Cu 十 DQr 十 40/2 

个 点 , 记 在 网 线 e, 上 的 点 为 vi, I2 (0m 0,1, p). 

下 面 的 结论 说 明 在 样 条 函数 空间 中 插值 问题 (IP) 的 解 是 存在 的 . 

定理 7.1tt4a BE 420,720 和 4 之 0 是 给 定 的 非 负 整 

XX, Kay) Ect (9), 大 一 2Cp 十 24) 十 7 十 1，、 则 在 每 一 个 三 
角形 单元 T,€ ^. 上 存在 大 次 多 项 式 Pry), ER 

Dip, Co) 一 DHr), i= (5,5), Hi] e it d 
jil mda (7.2) 
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Bep (pf ð“ C 
mn fem A. (l = 1,2, rb ejna m 0,---, n) 
(7.3) 
其 中 G= ioh h) 是 三 解 形 单元 7 的 顶点 ，e, 55555) 
是 其 三 条 边 , mn 是 三 条 边 上 的 外 萃 方向。 则 分 片 多 项 式 
xy) lr 77 plx,y), (zr,7) ET, 
具有 8 阶 光滑 度 , 即 :x,y) € $100, A). 
证 明 容易 验证 ,由 条 件 (7.2) 和 (7.3) 给 定 的 插值 条 件 的 个 数 
为 
N= (u cb à 2X a cb ib 0/2 ob Cr+ Xr + a)/2, 
(7.4) 
而 天 次 二 元 多 项 式 的 维 数 
dimP, = (k 4- 2)(k + 1)/2. (7.5) 
因此 ,满足 条 件 (7.2),(7.3) 的 & 次 多 项 式 Oy) 是 一 定 存在 的 . 
AT oTa cA 是 两 个 相 邻 的 三 角形 单元 ,e, 是 它们 的 公共 边 。 设 
y Tie (24,5342: y; (x, »34) 为 e, 的 两 个 端点 。 记 
PC.) — Pe LEY) — P.C. Y). 
RIH D'p(s,y)7 0, [il S a, Cx.) € e, H% Dap(xzyy)/ 
Ox^9y^ (8 = Pi 十 BP) 可 以 由 下 面 8 十 i 个 导数 线性 表 出 
aplay) Ofp(x,y) .,. PCy) p(x) 
On ? Dae? ? Onar? 9c ^7 
5/pn 和 8/br 分 别 表示 e, oo, 的 法 向 导数 和 方向 导数 。 这 
FÉ, PUNEUEBH 
Qhthp(x, y) = 0, (x,y)€e, (5,i 7 d,s ps 


OntiOr!s 
Sitha). (7.6) 
设 
g(r) 一 Sun Ax 2 PCs; Hr — xj ,it OY), 


TELD, 1}, o= 0, 1,---, ^. BUESBUBUE EA ee(r) Eka 
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P 次 多 项 式 且 满足 

i s aO) PUD pr) — menu) nm 0, (7.7) 
ZEE 其 中 870,1,-,4 TA a 0r, roma. ml, 
5277. AMAPK Qolle) 定理 ,有 

ü s. g(r) = 0, a = 0,1, tean (7.8) 
"o oO ”由 此 得 到 

d gr) = 0, jm Lb, (9) 
eb. 33 

do ”此 即 证 明了 关系 式 (7.6)， 口 
iW 不 难 知道 (7.2), (7.3) 中 的 播 值 条 件 彼 此 均 为 强人 性 独立 的 。 由 
4007 (4405) 

ERES dim P, — 3N, 220 (7.10) 
"hdc: 整数 1 一 “，7 一 0 满足 不 等 式 (7.10), 且 

r QS dimP, — 3N, = plp — 1)/2. (7.11) 
j . 3 容易 验证 , 当 上 一 0 和 # 一 1 时 ， 播 值 条 件 (7.27》, 07.3), AR = 
Fr. ^ s, r0 可 唯一 确定 1 次 和 5 X $818 $ NX. Herk, 
* 00 CADIBIBROE S AE 

OUtp(viP) OEP) 

" — vé 7 Ore» (24th 

E zc 十 8 一 2pk +2,30) (7.12) 
` 或 条 件 

Dp Co) — DIP), lil «au 2 (7.13) 


的 个 数 相同 , 这 里 v^ 是 三 角形 T, HED, o 是 在 T, 
人 oo 中 具有 最 小 角 的 顶点， 8jao 和 8/9r 分 别 指 治 方向 
(ovi? 的 法 向 和 vine? 的 导数 . 

下 面 我 们 以 满足 插值 条 件 (7.2), (7.3) 和 (7.13) 的 多 项 式 构造 
为 例 ,讨论 具有 4 阶 光滑 度 的 插值 样 条 函数 的 构造 m9. 设 pey) 
为 插值 条 件 (7.2),《7.3) 和 (7.13) 所 唯一 确定 的 4p 十 1 次 插值 多 
项 式 ,并 设 
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by) g Pax y) + Ryu), 
其 中 Pau y) 为 在 三 角形 TT 的 三 个 顶点 Vy $2, 75 ARES 2u 
MAJ Taylor AES 5. 
Pu) 一 > de ET Su (1 — ATE fG, y) 
(7.14) 


而 Roy) 具有 下 面 的 形式 : 
Roa) = ld OD pA Aa, 045) 


Kho, 为 实 常 数 ，(%1, 412, 4;) 为 三 角形 T 上 的 面积 坐标 ， 
TH f(s,y) EAR f(x,y) EA vi SERJ 2a 一 了 阶 Taylor 展 
X 

Tey) = D DOM" 048 
其 中 e CRAN p, M* = (x E zy cS yi, p, 一 (xj, yi. 
容易 验证 5. 是 Rea) 的 2 平坦 点 (2p-flat point), 
xc did 有 


m (2y 十 D! 
A GunGu) > > (2u)1i! 


ENCPY X D» nC 
p x occ D Em 


ðh: 
łat- n j-74 
X apta — MY (2 Suy 
x Tii-a-r-o 95 — ?— 4 y. y), (7.17) 
x By eTa 


Aue Rune, y) = 5 ap Bs n, 32s (7.18) 
ii Perraud 
其 中 

BDD X B 


(Sh j&i 
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E 


Ki 


(PF 4-1 — ki) -p4-1—i-- ir 1j) 
uN O41, 023, 
cs (5) (sy 
x 和 人 (7.19) 
1:30.12) 和 (7.18) 中 0/8». 均 指 沿革 一 方向 " 求 导 。 不 难 验 
证 (7.15) 式 中 的 待定 系数 cp 是 下 面 方程 组 的 解 
2] eQBrQGP) 一 DIOP) ~ DBn), lel S s — 2, 


$4920 
24-1 


aue Em ð“ m i D 
3 oe BIPPO) ~ DL (uim — 2 Cpu Qd), 
mrer OÓnj On; 
&77]1,2,-::,5; = 012,:--,0; £77 1,2,3, 
(7.20) 


trt Di pup 


其 中 > Trg Boot) =~ D'R nnlo). 


这 样 ,求解 满 足 条 件 (7.2)， (7.3), (7.13) 的 插值 多 项 式 问 题 转 
化 为 求解 方程 组 (7.20) 的 问题 了 ， 

为 介绍 更 一 般 的 插值 定理 ,我 们 给 出 了 如 下 引 理 ， 

RI 7.29 设 g(s€c[0,/] B gC] S Kans E (0, 
D, Bi s—-0cscsco cs md 如 果 

eGD s 3, 12 GOD) s gi, lg C) mmm? 

(120,1,-::5,7), 

其 中 ge 是 整数 ,而 o, 是 满足 条 件 


5 o; n--l, o; zd 
Tn 
的 整数 。 若 记 wm max [, max |j], RU 
[g 9? CO] S exul fn 十 Capa Kard”, s € COF), 
其 中 声 一 0，1: 3 一 1 而 cca ycas 是 与 函数 g(s) 和 
KE [0,41 无 关 的 常数 。 
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引 理 7.3i50 设 在 平面 上 的 点 P 处 有 
iD KP) SK, [i| n, 
则 
1 KP) 
PE “Os 
Kuh os, 是 平面 上 # 个 任意 的 方向 。 
引 理 7.409 3 ,5 是 平面 上 两 个 互相 垂直 的 方向 , 且 在 平 
面 上 一 点 了 处 有 


| «Kk (4i, = 0,1l, 7,9; 4 57 a), 
Osho 


x 27K. 


DT 
(DKP) sz 27"K, [i| — n. 
下 面 是 经 常用 到 的 Sobolev 5|EgC, 
引 理 7.5 ik V RGB T ED HE S JE, Om k— 1, 
ux, y) € PEOC), WW ux, y) ee" (V), HERATA —— 
a BAE yen D'On 2] < claly PV), 
Hh e RSRK u(x,y) 无 关 的 常数 ， 
利用 这 些 引 理 可 证 明 下 面 的 主要 结果 . 它 的 证 明 并 不 很 难 , 但 
相当 元 长 , 改 此 处 从 赂 ， 
定理 7.6 设 函 数 w(x,y) 在 闭 的 三 角形 区 域 T LER, H 
|D'e(x,9)| S Mass lil = 4m 4-2, (x,y) ET, 
inm 
Dwu) —0, |i| 25, j= 1,2,3, 
Gud) cun qui scr wipe syll: ee dsl, 
Onj 
其 中 y= 1,2,3) € T UA, vi ÆT È vivis XL ERST 
个 等 分 点 ， 
BU) e, is acl) Inch lXd hh n, 
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此 处 v, 是 三 角形 工 的 最 小 内 角 “ 的 对 应 顶点 ，8/6c 和 83/8r 分 


别 指 沿 方向 vo; 和 me 的 方向 导数 , 则 有 下 面 的 估 讨 式 成 立 ; 


lil s 45, (Cr,7) ET, (21) 
这 里 是 三 角形 的 最 长 边 的 长 度 ，K 是 与 单元 了 和 函数 
wlr) SEXK S. 
推论 7.7， 设 f(sy) € cxT)， 则 存在 唯一 的 45 十 1 次 多 
A p(x,y)& Pt， 使 得 


D'p(vj) = D'I), V] «2n, (7.22) 
PPR) IN 2i, EE padri su 
On; 
(723) 
PRC LOTO, hauti 2a +2 cit 
ín, i 1,2,3, (7.24) 


其 中 eo? 和 8/68o,8/3r 的 源 义 如 定理 7.6。 进 一 步 ,如 果 
IDI, y)! S Mesa lil = 4u +2, (x,y) ET, 
WHTESRCT 20) RC wx, y) — Kx.) — PCy) 成 立 。 
证 明 容易 算出 条 件 (7.22) 一 (7.24) 的 个 数 为 
€x = (4u c 3) +1), 
而 这 答 好 是 ta 十 1 次 二 元 多 项 式 
pls, y= 十 gr 二 a9 十 十 acwyt!。 (7.25) 
的 系数 的 个 数 。 因 此 只 需 证 明 由 下 面条 件 
pip(s) 一 SLR m ERA) 一 0 (536) 
On ðr 
所 决定 的 ew X cw 阶 齐 次 线性 方程 组 只 有 零 解 即 可 。 由 (7.25)， 
D'p(s,y) &0, |i) — 48 十 2， 所 以 结合 定理 7.6 易 知 px, y) 
9. 口 
以 下 我 们 列 出 在 任意 三 角 剖 分 和 下 n,509,4) U x 1&4) 
3 了， 


中 的 插值 格式 〈 这 里 我 们 置 sw.) 10) — pley), p 
45 十 1 次 多 项 式 。 对 于 次 数 为 4u +i, dut? 和 4p 十 3， 
4g 十 4 情形 分 别 要 求 Kryje cO) 和 f(x,y) € &"*(00)): 
对 每 个 三 角形 单元 了 TEA， 

Die(oj) = D'wln) 一 一 0， (7.27) 


其 中 v 1, 2,3), v, 及 vÈ TEENETE 6, 而 指标 PEA 
r,k E FIRR ECCT .28)): 


li] S&S 2a, || sip —2, r71,23,:-,.n, (7.28), 
&7135,2,::5,75 : 

HE S&S 2a, lel S&a l, r—0,1,:*7, n, (7.28), 
k&—aA,2,:,0-d5 

lil S&a tt, | 和 gr (7.28) 


ll +r} 

lil sz24 +1, [iE ecl.r0,5,:,2, (7.28) 

k—1A2,-5r41. 

d ECT. 2780. (4.28), 《1 à s 4) 中 的 某 些 条 件 对 以 下 的 
情形 不 起 作用 : n= 4u 十 4，、 当 #* 二 【时 ,在 ww 点 以 及 在 边 上 的 
播 值 条 件 ; * 二 2 或 #* 二 5 时 ， 在 点 处 的 插值 条 和 件 ; ”一 3 时 ， 
在 单元 边界 内 部 上 的 插值 条 件 .。 

注意 到 插值 条 件 (7.27) 和 《7.28》， 不 仅 具 有 一 定 的 对 称 性， 而 
和 且 在 顶点 处 上 共有 最 高 的 插值 条 件数 ， 这 在 业 些 应 用 中 是 便利 的 。 

在 上 面 的 播 值 格式 中 , 取 x 一 1, 2 一 1。 则 得 到 最 简 形式 的 
Cl 三 角形 单元 。 这 便 是 热 知 的 含 21 自 由 度 的 Argyris Æ. J. M. 
Carnicer, M. Gasca"! 利用 面积 坐标 给 出 了 Argyris 元 的 基 通 
ARER. | 

1.2 HCT 格式 及 HCT 型 格式 

让 前 一 段 的 结果 ,我 们 已 经 看 出 ,在 任意 三 角 剖 分 下 构造 具有 
一 定 光滑 度 的 含 局 部 支 集 的 样 条 函数 空间 需要 较 高 的 次 数 ， 且 梯 
条 空间 的 维 数 较 大 。 这 必然 会 导致 在 具体 计算 中 计算 量 增 大 ,在 
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et 


曲面 造型 及 设计 等 领域 难以 保证 曲面 的 保 形 福 等 缺点 。 因 此 、 在 
名 证 一 定 光 滑 度 的 要 求 下 寻求 较 低 次 数 的 样 条 函数 空间 是 非常 有 
意义 的 。 一 种 方法 是 加 细 章 分 法 ( 亦 称 细 分 法 ).HCT 细 分 方法 的 
思想 最 早 是 T. K. Hsieh 和 R. W. Clough"! 在 构造 有 限 元 
协调 模型 应 数 时 提出 、 并 由 R. W. Clough 和 J. L. Tocher"*? 
具体 实现 的 、 这 个 5: 有 限 元 函数 具有 次 数 低 、 自 由 度 少 等 特点 。 
1. Hsieh-Clough-Tocher 格式 。 

设 入 是 平面 上 多 边 形 区 域 8CR 的 一 个 三 角 剖 分 ， 三 角形 
TEA, H v(i 一 1,2,3) 是 T 的 三 个 顶点 ， 在 T 的 内 部 选取 一 
点 vb， 并 与 了 的 三 个 顶点 vl 一 1,2,3) 连接 。 于 是 三 角形 
被 分 成 3 个 小 三 角形 《如 图 7.1)。 对 入 的 每 个 三 人 
细 分 , 便 得 到 一 个 新 的 三 角 剖 分 , 记 之 为 A. 


7.1 


一 个 三 角形 在 经 过 以 上 细 分 后 所 得 的 三 角形 元 称 为 Hsieh- 
Clough-Tocher 三 角形 , iC% T, 考虑 如 下 的 插值 问题 : ER 
给 定 的 Key) € CK9)， 导 求 *E SXT,T,), fe We 

sCo;) = fw), 


28: 0922-9. Muy OL Sus oua ey 
Ox Sm Bx fo), 8y sv;) ET HCM (7.28) 
A si = o KOR), i= 1,2,3, 


”387， 


其 中 eR ei 一 vav 边 上 的 中 点 ， 2 EHR eA 8 HE 


求 时 数 。 

定理 7.8 对 任意 的 f(,y)€ CK8)， 存 在 唯一 的 《x,y) 
5 了 ,Ts)， 使 得 插值 条 件 (7.28) 被 满足 。 

WA HERES RRRA, EJA 


"e 3 十 2 
dimsKT,T,) 一 ( ; ) -dX3)-12, — (29) 


因为 (7.28) 中 的 插值 条 件数 与 ST, T) 的 维 数 相同 ， 故 只 需 证 
明 满 足 相应 于 (7.28) 的 齐 次 播 值 条 件 的 “Cr, y) 推出 只 有 Cr, 
y) 三 0， 假设 插值 条 件 《7.28) 的 右 端 项 均 为 零 ， 则 se, y) 和 
Vi(x,y) 在 TT 的 三 条 边 上 为 零 ， 若 记 此 三 条 边 的 方程 为 ehle, 
y) 一 0。 并 假定 Lel (i 一 11,2,3); 了 中 的 三 个 小 三 角 
JXEX TU, j—1,2,8. Eig Ix.) 为 如 此 的 分 片 线性 多 项 式 ， 
zy)lrn 一 l(x,»), WAR IG Y) ESCE, T). 于 是 不 难 证 
BB s(x,y) ln = s(5,3) = Ce, Y) e Ce, y), rn) 
P, ,由 :x,y) 的 连续 性 ;可知 Cey) € SICT,T.), ibit 1x.) 
是 分 片 多 项 式 : ”MKz;y)1z0 = Cry), j= 1,2,3. AX 
Vs(x,y) = 23; * lj * Vl; Vhs (ty)E Ti, 
Vs(a,y) T Rii d Lm * Vli E Ba * Vias (x,y) € TU, 
j= 1,2,3, 
由 :zx,y) 的 光滑 性 ,在 TONTU 上 有 
OVI — VES) + ORA — VA) = 0. 

由 (va) 70, Vl — Vl; 2e 0, HII 204) 一 0。 同 理 可 
ERCISESEN-] DS ET CRORETT CNET 
ejl(x,3).. 再 次 利用 (x, y). 的 光滑 性 , 就 可 得 到 e; 70, j—1, 
2,3. 口 

由 这 个 定理 可 知 ,确实 能 够 通过 改变 原 有 齐 分 的 拓扑 结构 ,得 
到 低 自 由 度 、 低 次 数 的 样 条 函数 空间 。 还 可 以 构造 HCT 三 角形 
上 9 个 自由 度 的 SKT,T,) 的 子 空间 、 在 这 里 就 不 具体 介绍 了 ， 
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在 第 三 章 已 介绍 过 研究 多 元 样 条 函数 的 8 网 方法 .我 们 现在 
讨论 如 何 利用 下 网 方法 给 出 加 绍 剖 分 下 分 片 多 项 式 的 表达 式 。 限 
于 篇 幅 , 此 处 仅 给 出 它 的 构造 方 靶 。 

HCT 三 角形 和 其 上 的 Bézier 网 点 上 的 坐标 如 图 7.2 所 示 ， 
结 网 点 上 的 Bézier 坐标 用 不 同形 状 的 点 来 表示 。 


Vs 


图 7.2 


计算 各 网 点 上 的 Beier 坐标 的 步骤 如 下 : 
(1) 网 点 (e) 上 的 Bézier 坐标 由 冻 三 角形 顶点 处 的 插值 信息 


+i 
d (0 (0s &-FIsl, im 1,2,3) 所 确定 ; 


(2) BUA&CA) ER) Bézier BEHA AKAH AEREA 
导数 - D (i 一 1,2,3) 所 确定 ; 


(3) 网 点 (Co) 上 的 Bézier 举 标 由 租 邻 阴影 部 分 上 的 Bézier 
控制 多 边 形 共 面 的 条 件 所 确定 ; 

(4) BIACBO EBJ Bézier 坐标 由 该 控制 点 落 在 控制 点 〈C 〇 ) 
所 确定 的 平面 上 的 条 件 所 确定 。 

定理 7.9 设 p(x,)€SXT,T,) 是 由 插值 条 件 (7.28) 确定 
的 分 片 3 次 多 项 式 。 则 p(x,y) TE" 处 具有 2 阶 光 滑 度 。 

引 理 7.10 35 p(22€ SKT,T3)。 WW p(x, y) €P.. 
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定理 7.9 的 证 明 。 假定 pley) 在 HCT 三 角形 上 的 8 网 坐 
标 已 算出 。 自 然 地 ， 在 三 角形 wes 上 诱导 出 一 个 属于 C! 的 分 
片 2 次 多 项 式 ， 其 在 67 处 的 所 有 1 工 阶 偏 导数 值 已 定 。 由 引 P 
7.10 知 ,在 v 处 p(x,y) 的 2 阶 信 导数 均 连 续 . [n 
2.HCT 型 插值 格式 

前 面 已 经 构造 了 任意 三 角 剖 分 的 HCT 加 细 剖 分 上 的 C 分 
片 多 项 式 空间 。 在 任意 三 角 痢 分 的 HCT 加 细 剂 分 上 是 否 能 够 构 
造 具 有 更 高 阶 光滑 度 的 样 条 消 数 空间 或 子 空间 ? 

仍 记 TEA 为 平面 上 多 边 形 区 域 2 的 三 角 剂 分 和 中 的 三 角 
形 元 ， 其 顶点 为 nl = 1,2,3)， 边 e m v; ae; 上 的 等 分 点 记 
为 ofi, ofi, ofh, i= 1,2,3, T TA HCT mak A 
7.2. E29 G) - 0, 4i(3)—1, d3)—4, di(3)—9, dX(3)= 
16, 所 以 

10, 大 一 3， 
16， &—4, 
dim$?(T,T,)— 125, k=5, (7.30) 
37, &-—6, 
52, k—7, 


定理 7.118 对 于 任意 给 定 的 fUr) € COT), 存在 唯一 的 
s(r,y) € SKT,T,) Po 
95" — 
(GD d O 一 rr Kon, 
0sk-is3, 1,255 
= DY eo== E (o 
(2) ‘(vd) os Ks, 


£ iQ) ~ aa :一 1,?， (7.31) 
9. 


(Hl - CD, i- 1,2,3, 
5i 
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其 中 表示 沿 ci vaavin 边 的 法 向 求 导数 ; 


G) 


EC ias So! 4 KG), 0 Ee 1S. 


证 明 (Cl), (2), (2. 决定 的 插值 条 件 个 数 丛 好 是 52 
《二 dimS 兴 T,T,))， 因 此 只 需 证 明 对 于 齐 次 插值 条 件 , 相 应 的 插值 
问题 仅 有 零 解 即 可 。 假定 47.31) 中 所 涉及 的 有 关上 的 函数 值 与 导 
数值 均 为 0， 记 | 
s(x,3) = sry i — 1,2,3, 
由 边界 上 的 齐 次 插值 条 件 ，s,(x,yY》 具 有 形式 
sx) Fi (x, y) e FQ, y), Py EP, (7.32) 
其 中 odo) 一 0 是 工 的 满足 LOO) =- 1 的 边界 方程 ， 于 是 
IKa, y) Gm 1,2, 3) 在 vv 上 是 连续 的 。 因为 s, ») 在 
v^ 处 直至 3 阶 偏 导 数 均 为 零 , 所 以 (x) 必 含有 因子 rins) 
和 rieakxyy)， 这 里 r 必 xsy) 一 0 表示 vOv, 的 直线 方程 。 结 合 
(7.32), %5 
sikay) 一 PCr, YN CT Y riny x,)..— (7.33) 
注意 到 sx.)€ c, BERAR en») = PPC yray) 
GS 3) 和 zy) 一 pP O, y Yr Cay ialay) 在 viu 上 
是 C: 连接 的 。 贝 ix,y) 和 Laly) 在 vn 上 的 连续 性 可 
A. Ry) PP Dra yy) 和 ZG, y) £^ Gr yrs Y) 
TE vvip 上 连续 。 因 为 
Dar) = (VPP) rias p? i Vra 
TGÓitnuatVl, 
Veles y) = (Vp) e ri e Ha pU? LUV 
T 3r Vla). 
所 以 ,在 v Oy, a 上 有 
CVD) rim — (Vpi* rh fi? e Trin — p Vr) 
-- 30” e r(VI; — Vha). (7.34) 
显然 VL Vl = 0, E (7.34) 式 必 有 PPCoimdri rin) e 9, 
: 331-5 


但 ri rie) 关 0。 从 而 pj) 一 0。 同 理 可 证 p oia) = 0, 
根据 插值 条 件 2 CD 一 0， 不 难 证 明 PON- o, ARs 


vy f ie2 VT]. 在 局 一 条 直线 上 , 且 PCy) 为 2 次 多 项 式 ， 从 而 
pis, y) = POE y) * ln y). 
代 和 人 (7.33) 式 得 
sn, y) = Px Yr nT yr A 7) * Cay) (7.35) 
再 由 齐 次 插值 条 件 (3) ,容易 证 骨 


QU O) 一 0，0 «kb 1&1, 
02*0y! 
于 是 PPC, y) m 0. MA s(x,y) = 0. B 

基于 这 个 定理 ， 很 容易 构造 2& 上 的 整体 C 895 2198 X A 
数 。 此 分 片 多 项 式 的 整体 C? 光滑 性 由 插值 条 件 (1)(2) 保 证 。 

TEKNE AARTE RE, MEERI AAD 
的 HCT 细 分 下 构造 具有 任意 光 溃 度 的 分 片 多 项 式 格式 *%*. 

记 v£ 为 边 eov 上 的 个 等 分 点 ， 大 一 12， 
r,r—101,2,-,5, 其 中 有 些 等 分 点 可 以 要 重合 . 设 Fe cew(T)， 
构造 € S, KT. TO, 使 其 满足 如 下 播 值 条 件 : 

D's(vj) = D'f(v)), jal 20 —1; (7.36) 


S. Kogi e 9 Kor > k = 12 7， r—1,2,:--.2, 
On, ôni; 


(7.37) 
这 里 i—1,2,3. 
按 公 式 (2.3);, 可 算出 样 条 函数 空间 56, a(T,T,) 的 自由 度 个 
55 
dim$4, (T, T;) e- (s ^ ) 


xm 


OUI den) 


+(3u 一 | 
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办 此 由 播 值 条 件 (7.367 和 (7.37) 不 能 唯一 确定 S3, (T, T) 中 的 
元 素 ， 这 里 给 出 一 种 确定 ST, T,) PERDR" 从 下 
面 的 构造 方式 不 难看 出 该 插值 问题 的 存在 唯一 性 , 

设 TEA 是 任意 的 三 角形 元 ,其 上 的 Beier 网 点 分 布 如 图 
7.3 和 图 7.4, 


图 7.5 
(a) 点 (e) 处 的 5 一 网 坐标 由 顶点 处 的 插值 条 件 : DUÍCHON. 
lal < 2a — 1 所 确定 ; 
(b) ACOMERS B 一 网 坐标 由 了 的 边界 上 的 法 向 播 值 条 人 御 : 


Z KRD, 下 二 


(c) 在 三 角形 T — B,B,B, 中 的 各 8B 网 点 的 坐标 如 此 确定 : 
首先 我 们 要 求 在 T” 中 的 三 个 小 三 角形 上 的 分 片 多 项 式 具有 # 阶 
光滑 度 ， 以 此 来 确定 B. 点 上 的 插值 节点 值 ， 再 根据 插值 格式 
(7.28, (1 & 1 «& 4) 来 构造 了 上 的 3p — 1 次 多 项 式 wy), 
并 以 此 计算 所 需 确 定 的 5 USE AR, 
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显然 ,用 这 种 方法 得 到 的 分 片 多 项 式 空间 是 5%.-《T,T,) 的 
子 空间 ， 著 将 它 记 为 $4 (T.TO, IREA H 


LESE " 
dim$s, T, T) = 3{ g )* (0) 


Vu LP 
- E an + 1). (7.39) 


L3 Powell.Sabin 格式 te 

本 节 介 绍 在 三 角 剖 分 上 构造 分 片 2 次 且 具 有 1 阶 光滑 度 的 播 
信和 样 条 函数 的 Powell-Sabin 方法 及 其 进展 。 
1. Powell-Sabin A 

考虑 如 图 7.5 至 图 7.8 RAEM, 其 中 A,B,C 
为 三 角形 了 的 顶点 ，P,@,R 为 了 的 三 边 上 的 3 个 任意 点 ， 在 图 


' ase 


7.6 中 忆 点 为 了 内 部 的 任意 一 点 。 


7. 红 0a) 图 7.6(b) 


A A 
A i : 
B P go P d 


E 7.7(c) 图 7.8(4) 


EA, REZAD ARED 2? 次 且 具 有 1 阶 光滑 度 的 
样 条 函数 ， 在 剖 分 的 顶点 处 需要 型 值 及 两 个 1 阶 偏 导数 信息 是 自 
然 的 .此 时 每 个 三 骨 形 单元 上 的 插值 条 件 个 数 为 3, 而 二 元 2 次 多 
项 式 的 自由 度 却 是 6 个 。 因 此 人 们 自然 想到 对 三 角形 单元 进行 加 
细 前 分 以 便 分 片 多 项 式 的 自由 度 能 与 上 述 插值 条 件数 相 匹 配 , 

不 难 计算 ,在 单元 (a),《b),(c) 和 (d)《 见 图 7.5 一 图 7.8) 上 
的 5; 样 条 空间 的 维 数 分 别 为 

dim S(T,) = 9, dim S(T,) = 9, dim S T,) — 12, 
dim S(T) = 9. (7.40) 
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对 于 任意 给 定 的 jx,yY)《 CX《T)， 考 虑 如 下 插 值 u 题 : 记 
2 一 ni=B, V3: =c, li: =P, v= Q, z 一 

《1)》 对 于 加 细 剖 分 〈a),(b),(d) 情形 ， 求 E N; 
使 得 


£o) = Kv), 2 (v) = ns Qo) 
» svi) 一 > sw), E= 1,2,3; (7.41) 


QD 对 于 加 细 剖 分 (ec)， 求 :x,y) EST), 使 得 
ad p (rar ai 一 rn 
G0 7 G0, 2-2 È ah 2o) m D o, 


2. Q6 = 2. QD, 1 = 1,2,5. (7.42) 
ðn; ôn; 


如 果 对 任意 给 定 的 被 插 函 数 I, 上 述 插 值 问题 的 解 存在 且 唯 

一 , 则 称 该 插值 问题 为 适 定 的 ,否则 称 为 不 适 定 的 . 

ER 7.12" 播 值 问题 (7.41) 对 于 如 图 7.5《a》 所 示 的 加 细 
剖 分 适 定 的 充分 必要 条 件 是 三 条 线段 voe, i= 1,2,3 REA. 

以 下 讨论 加 细 剖 分 《〈bXc) 情形 、 对 于 加 细 剖 分 (b)， 有 

ER 7.13 播 值 问题 (7.41) 对 于 加 细 剖 分 (b) 是 适 定 的 . 

证 明 ”只 需 证 明 插 值 问 题 (7.41) 相 应 的 齐 次 问题 只 有 零 解 即 
BJ, iE sew 和 vyov 上 的 2 次 多 项 式 分 别 为 yry) 和 
eG). Ti ovg] 的 方程 为 

ovi: ix + my d- n — 0, 
由 第 一 章 的 理论 ,可 知 
qi(x, 9) — qux, y) = rt my t nF, 

其 中 12 为 常数 。 易 知 ey) 和 ei) TE vio, 上 为 一 元 2 次 
分 片 多 项 式 ， 它 的 4 个 自由 度 完全 被 n.o 点 处 的 插值 条 件 所 唯 
一 确定 。 是 故 pD 一 pCi 7 0, B pley) 和 eG) 
iB mm 的 方向 导数 在 vii 处 的 值 也 为 零 ， 又 由 于 函数 psy) 
ey) Hk ot 的 方向 导数 取 相同 的 值 。 于 是 (7,7) W ovii 
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的 方向 导数 在 ee 于 为 一 元 上 次 多 项 式 ,因而 它 可 由 mm 上 的 
插值 条 件 所 唯一 确定 。 RER, PCy) 和 pry) 沿 ost 
的 方向 导数 在 vil 点 也 取 零 值 . 这 表明 prsy) FI qun y) 为 
plx, y) — eli x3), ex, y) — nli(z, y»), Kt a, cs 为 党 
XX, 而 h(x,3) 一 0 为 vvs 的 方程 ， 利 用 pley) 和 ein y) 
在 ow] 上 的 1 阶 光滑 性 条 件 可 知 6 一 ce. BLELFE SR (AUC Mc 
XE non ET" AJ). 同 理 可 证 明 ，s(x,y》 在 nov 和 
sov, 上 可 分 别 表 为 B(x,y) 和 blK(x,y)。 再 根据 样 条 函数 在 
ov; 上 的 C1 连续 条 件 , 可 推出 多 m 名 一石 一 0。 所 以 相应 于 插值 
问题 (7.41) 的 齐 次 问题 只 有 零 解 . 口 

定理 7.14*” 插值 问题 (7-42) 对 于 加 细 剖 分 (e) 是 适 定 的 。 

证 明 ”在 加 细部 分 (c) 上 中空 间 的 自由 户 为 12。 因 此 只 需 
证 明和 柱 应 于 插值 问题 (7.42) 的 齐 次 问题 只 有 零 解 。 从 定理 7.13 的 
证 明 可 知 ，sC*,y) 在 vi, vvs cm EESE., MF ViCe, y) 
ERB viv vy， vul, vyvill, voiis sam EA-EZ KS 
项 式 , 且 分 别 由 v; C= 1,2,3) 及 vR G= 1,2,3) 处 的 插值 条 
件 所 唯一 确定 ， 亦 即 为 零 多 项 式 。 特别 地 ，:x:,y) 在 顶点 vid, 
v3,s 处 的 函数 值 与 两 个 1 阶 编导 数值 均 为 壶 。 由 定理 7.13 ,在 
三 角形 duse) LEA sx,»)-— 0. HABER s(x,5) 的 光滑 性 
中 可 直接 证 明 s(x,y) 在 三 角形 T :wszw 上 恒 为 零 。 

以 下 仅 讨论 加 细 癌 分 (b)( 见 图 7.6) 上 的 样 条 空间 ， 对 于 加 
AA (c) 上 的 中 空间 的 讨论 是 类 似 的 。 
2. 样 条 空间 SiC Aun, 

dE 0CR: 是 平面 上 的 多 边 形 区 域 , A 为 8 的 任意 三 角 剖 分 ， 
记 ost -yw。 JHD ARAA. T E€ 公 为 一 三 角形 胞 腔 。 对 
剖 分 A 的 每 一 三 角形 如 图 7.9 的 加 细 , 将 它 分 成 5 个 小 三 角形 《如 
图 7.10)， 将 加 细 后 的 剖 分 记 作 A*. 

对 任意 给 定 的 实数 a, pi v; 《i 一 1,2，…,N,)， 考 虑 插值 
问题 R (x,?) € SX AD, 使 得 
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图 7.10 


sv) = a, 


-9. (0) — B, 
Dr P) 7 Po (1.43) 


dy GO = Yi, i= 1,2, Ne 
由 定理 7.13 知道 ， 插值 问题 (7.43) 对 于 剖 分 A* 中 的 每 一 原 
剖 分 中 的 胞 腔 均 是 适 定 的 。 为 使 插值 问题 (7.43) 对 于 整个 三 角 剂 
分 A 的 加 细 章 分 A* 也 适 定 , A* 应 满足 一 定 的 限制 条 件 、 
命题 7.15 插值 问题 (7.43) 适 定 的 充分 必要 条 件 为 加 细 剖 分 
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Wr 


vi 


A* 满足 下 面 的 条 件 : 人 的 内 网 线 上 的 那些 加 细 网 点 均 由 人 中 相 
邻 三 角形 内 点 的 连 线 所 产生 。 

于 是 产生 人 的 加 细 剖 分 A* 的 步 难 如 下 在 部 分 A 的 每 一 三 
角形 胞 腔 的 内 部 选取 一 点 ; 用 直线 段 连 接 两 两 相 邻 的 三 角形 胸腔 
的 内 点 ;于 和 A 的 任 一 边界 网 线 上 随意 取 其 内 的 一 点 ,并 用 直线 且 连 
接 至 与 其 所 在 三 角形 跑 迄 中 已 确定 的 那个 内 点 。 为 保证 A 中 两 相 
邻 胞 腔 中 内 点 的 连 线 与 它们 的 公共 边 交 于 该 公共 边 的 内 部 ， 可 选 
到 三 角形 胸腔 的 内 心 作为 其中 的 内 点 ， 显然 

dim SI(A*) = 3N,, 

下 面 讨论 $SXA*) 空间 的 基 函 数 的 构造 方法 及 其 有 关 的 性 

gut. ub, 考虑 如 下 的 插值 问题 ， 对 每 一 顶点 vi 一 1,2,…， 


N,), FR Cey) E SLA*)， 和 使 得 


s(v;) = õis 


9 Š 
— se) 7 bije 


ĝx 
E s(ej) ad ó;jn, 了 一 1,2,***,N,, 
Oy 


(7.44) 


其 中 5, 是 常数 , 0; Kronecker 符号 。 


Aolo) P, lee 9) A09 


Boa 
890 * 


以 下 给 出 播 值 问题 (7.44) 的 解 在 任意 指定 狗 腔 T A Bg x3 
式 . 设 了 的 三 个 顶点 为 A x, An, yi) 和 A,(*,,y;)， 如 图 
7.11 所 示 。 
引进 一 线性 变换 77, 使 其 逆 变 换 70 为 
- xc (x, — xa 十 (x, —-— x,)g Zes 
Fo 7.45 
5 - (X; — Ja t C — »08 E Ye. Se 
易 知 线性 变换 .2 将 单元 7 变 为 0 一 of 平面 上 的 标准 三 角形 T. 
A4.44:， B 
B, 一 B (a*,8*), P, 一 P,(a,,0), P.— B,(0 ,0,), 
A, -> 4,(1,0), 4; — AK0,1), 4, — A,(0,0) 
和 s(x,»)— (a, 8). 
TIBJCE ARR DUBIE, TEAT E el) 的 表达 式 : 
E a ea EE ETE 
323,2 o. 8) Xia 8*) la Gs, 
FIP (ep) 一 *aga (o. 8) 十 bes 
P 2+ ga* 十 bg m a r1 
MS REN | aere, 
- -3 " d  2-Fao 
Fp a8 Cas8) — Sasso, 8) 十 F E 
* Hp Cap)", 
33,53, (a, 8) — $2530, 8) 十 Brem. 
— -aes*-tbg* ]. ^ ES 
| Bapa", 
" E 1l. 2+ ba, 
Feb a (o, 8D 77 32,55, (0,8) 十 E 21 — a) E 
M lá p (o, 8)/a* , 
其 中 a 一 Cx 一 +) 十 7 一 7) 5 一 E(t — x) Hn yY.) 
A = (aşsa), B= Caspa), laslaf) = Caa — on)(F — Bg)— 
(84 — 82) * Ce — og). 
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类 似 地 ,可 构造 其 它 结 点 处 的 基 函 数 。 显 然 ，SMKA*) 是 具有 
局 部 支 集 的 祥 条 函数 空间 ， 其 基 范 数 的 支 集 为 围绕 入 中 内 网点 的 
相 邻 两 点 所 构成 的 多 边 形 。 

Kmi EDERA (5,0) 有 关 , 记 之 为 :x,y)。 

定理 7.16 (1) [Ea y) 线性 无 关 ， 当 且 仅 当 {(1， 
Ein) 线性 无 关 ， 

GD 对 如 图 7.11 中 所 示 内 点 B; 的 一 切 可 能 的 选择 。 相 应 的 
FEAR PEE. Olay) 是 B 一 样 条 , 当 且 仅 当 

elz; — x,) + nly: — Y) > — 2, im 1,2,---,2(7.46) 
其 中 A = (xiy), im 1,2, ten 
证 明 Ci) 插值 条 件 (7.437) 诱 导出 从 SAT) 到 空间 R 的 
一 个 上 映射: 
zi(x,y) € SKA*)I— (asi, Visart SON ÊN N 
€ R™», 
根据 命题 7.15, 映射 * 是 1-1 对 应 且 保 持 相同 的 线性 关系 。 因为 
(nay) a EEMAL 4. 的 样 条 函数 ， 由 播 信条 件 
(7.44) G — D 知 

wisn e I I—9 (1,8; 0,0,0,: 2,0), 1 7 1,2,3. 

由 的 性 质 ， 可 知 G0 y)NL 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 为 
{siigh 线性 无 关 ， 

(Gi) 根据 x,y) 和 a) 的 关系 ， 只 需 证 明 : 对 于 任意 
8j (a*,8*), a* 27 0, 8* 0, a* 十 8* — 1, TREIBSJESAR EIE 
Kep) 20, HRH a,b > —2, HEX E, Hi ep) 的 表达 
REA, aasa (0,8) 2:0, Cep) € APBA, 是 使 (a,8) 2:0, 
(o,8) € AAAA: 成 立 的 必要 条 件 . 即 为 使 sap) 20, (a, 8) € 
AA14,4;,，4a,5 应 满足 
ea# + b8* 2 —2, V(a*,8*) € ((a,8)|a > 0,8 > 0,acrE 1); 
ERE a.b 应 满足 al—2,52—2, 

EISam—ibm—2lÉWygH 

Kaf) 250, (a,8) € A4 Bids, 


注意 到 
Lia(as8) > a Lka es), G8) € AA BIA, 
Lås Cep) 之 -Lha lep), (a,8) € Ad 


所 以 
2 + aa* + bp* do 
$a, 5, Co, Maap 


[ 2 十 am _ 2+a+ se | Lialo,B) 
2(1— a) 2() — a* — 8*) 8* 


- 2 + a E L&aCo,8) —-0 
zM. 


X1-— a) g* 
E WR 时 ,有 


2 十 "am a Liza, 8) 
2(1— a) g* 


|- tta]. Lip Lep) 


FE ah, NODE 之 一 一 


mR W a) g* 
2+ aa , Lis, Ca, 8) 
2(1— a) op” 


2+ am , Lise,8) 


[1 

"IUE ur 
> Li, Cp) 

dg 

根据 对 称 性 ,可 类 羽 地 证 明 
3(o, 8) zo, (a,8) € AA,B,P, 或 (a,8) € AAP,B,, DB 
推论 7.17 对 于 所 有 的 顶点 v€A, 一 1,2,:::,N,, 相应 
于 插值 问题 (7.44) 的 解 是 8 一 样 条 函数 ， 当 且 仅 当 对 们 中 的 任意 
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网 线 AB,e.m ERE 
lera — we) + sy 4 — y5)| e 2 
其 中 A= (x4,,54). B = (xs, yp). 
由 定理 7.16 和 它 的 推论 , 只 村 我 们 适当 选择 (Ce m0 Hs E 
可 以 得 到 每 一 顶点 vG 一 1,2, -,N) 处 的 三 个 线性 无 关 的 B 
样 条 函数 ,进而 可 以 得 到 全 空间 以 A*) i BEREAN, 
AR e, 使 得 
h^ « (4e) « 24^, 
其 中 因为 剖 分 的 直径 , 即 网 线 的 最 大 长 度 ， 定 义 
Bi = spay A4; Bj — 509(x,y)/4 
B; = 517*79(x,5)/2, i 1,2, N, 
由 定理 7.16 及 推论 7.17 El, {Bi Bi, Bi). 是 线性 无 关 的 且 
{B}, B1, Bits AZE SICA*). 的 一 个 8 样 条 基 ， 定义 如 下 两 个 
线性 算 子 


Lif(z,y) — D? F) S Bi Gy), (247) 
Lalay) = S (fG0BG. D+ 2-1) 
imi x 
. Biz,7) 0 qu Bi(x,7) 
46 zT oy KG) ` 4€ ) (rm) 
其 中 Bl-— B! + Bic Bj, BÓ— 3BL— Bi— Bl, Bl—3Bi— Bi— 
3。 根 据 了 样 条 基 的 定义 和 插值 性 质 , 有 
Lifo) = fv,), z Lf) - $ LG) =o, (7.49) 
c vV; 0 v: = a v 
Lf (vi) Ht i) Ox Lf p) Bx ic D. 


ay bf) T gie, imuneeN. (750) 


命题 7.18 G) 9: D 5,2 = 1, G2 €D; 
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Gi) Lafe, y) = fO 9), VfG y) € Ej, (x) € D. 

证 明 (DE 人 x,y) 三 1，(x,》)&€ D， 由 插值 性 质 (7.49) 
知 ， LdG.y) 与 Kx,y) 满足 同样 的 插值 条 件 (7.43 多 其 中 a= 
1, 8,7 0,770, i— 1,2,:---, N,). 结合 命题 7.15 G) 恒 成 
X. 

Gi) 设 f(x.) = PG, y) 是 一 二 元 2 次 多 项 式 , 则 有 
Lif(x,y), f(x,52€ SKA'O, 是 满足 相同 的 插值 条 件 , 故 〈iiy Bl 
然 成 立 。 e 

定理 7.19 Ci) 对 任意 的 Kxz;y)e CO), A 

ILF) — 大 so E eCf. ^5, 
其 中 w(f,4) 是 的 连续 模 ， lelen Eo baxi. 

Gi) AFEERI f(x,y)《 cC), E 


PDC Lat — Pleo s 2 人 +h (c +a) 0 e Mie k, 
s= 0,1l, 
DM a es 


fy D|: P TES KERN 


M; = max 
` RED 


Mr 
A, 取 遍 剖 分 和 中 的 所 有 三 X. et mar E (Crt, re) 


ien 
E A, 中 内 点 的 面积 坐标 。 
证 明 (i) 设 了 是 和 中 任意 给 定 的 三 角形 胞 腔 , 其 顶点 为 wm， 
vuU. HEB (xy) € T, Hid (Bllhn 的 性 质 , 有 


(Lf) 一 Kxyy)| 一 |i» COR DE B; Gu) 
- [E 0) — fc» 31 Bey) | 


< max, Ii) He) D D BG) 
< olf,h), 


+ 404. 


Gi) HER (aoz) € T, 设 
Pry) 一 之 (4- (x—2a) $c M 2! I(a,,2;), 


"d 
则 
I DC.) — plur «x 2Ms Bp, 570,1, C750) 
其 中 加 为 了 的 直径 。 记 《rrzp)》 9] (nt,rf.rP) 分 别 为 《x， 
7) 和 内 点 互 关 于 了 的 面积 坐标 ， quini rtirt. & Bi 的 定 


XE 


IDE; or ND Br lor 202 + e)s (7.52) 
其 中 r= 1,2,3, Cisis k) 是 (1,2,3) 的 所 有 排列 、 
ND, * hri < 2/ $in0,, i = 1,2,3, (7.53) 


即 6, 是 了 的 景 小 内 角 、 综 合 (7.51X7.52) 和 《7.53) 可 得 
ID'CLifCGs 3) 一 fx,9) Nr < DEY) — pr yr 
+ (D'LiCf 622) NE. * IM, hr“ 
la 
+ È Gn) 一 GG) 


op. 了 


d» (is (KG Em. TM | 
45 lær 
EE O L 
+ 局 到 By c UN MINUM PEG) 
Minis 46 “Tf 
«i(» [Q+ u) asl) Me o 
定义 


SiCA+) — {s € SKA*) Is x,y) lss = 0), 
wa» - estan] oiu 7 2. en], -中 
n" ða 


其 中 6A 表示 刘 分 A 的 边界 。 类 似 于 上 面 的 讨论 ， 不 难得 到 带 有 
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边界 条 件 的 样 条 空间 SA) 和 51A 的 一 些 性 质 , 如 维 数 ， 
基 函 数 羽 及 误差 估计 等 ea、 

P. Dierckx, S. Van Leemput 和 工 、Vermeiren9 利用 
Powell.Sabin 格式 具体 地 构造 了 拟 合 散乱 数据 的 算法 ， 并 给 出 了 
具体 算 例 。 

本 节 中 的 思想 ， 也 可 以 用 于 构造 具有 较 高 光滑 度 的 样 条 空间 
$$ _t(A*)。 有 关 细 节 请 读者 参阅 文献 146]. 

1.4 5 HKA*)》 空间 格式 

本 节 讨 论 基于 任意 三 角 剖 分 A 的 一 类 加 细 齐 分 A* 上 的 样 条 
ARZE Ses(A*)， 它 是 一 类 Poweii-Sabin 格式 的 推广 

X 7.209" gA ye RZA, TEA, KTRK 
边 疡 十 1 等 份 ， 于 是 得 到 新 的 TT 的 3 个 边界 点 。 MERRE 
T 上 3p 十 3 个 边界 点 中 的 任意 两 点 , 则 得 到 对 了 的 一 个 剖 分 , 记 
之 为 84， 并 称 它 为 工 的 # 局 部 自 适应 前 分 。 称 


A4: U The 
TES 


为 A 的 < 自 适 应 前 分 ， 
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显然 ，Poweli-Sabin 考虑 过 的 “12 片 细 分 ”的 章 分 是 1 Erxà 
Ni. 

鉴于 光滑 曲面 在 隐身 技术 中 的 广泛 应 用 , 首先 考虑 2 自 适 
应 剖 分 上 的 光滑 插值 问题 (参见 图 7.12). 

ERTS 对 给 定 的 一 组 数 fus D < EE Pe rn, 
2 DIL >f, : ;&12,--,N; 和 所，r 一 12 
Nr， 存 在 唯一 的 Mn € SKAL), 使 得 
8'+ i 


(Cl) ZI 


I———:i(5)-1444909«&iTtijg2 


i svi) 一 has 


y ID = fa 171,2, 
P 


P = fers 

1 一 1 2 N, k= 3,2," Ne, r= 1, 2 Nr， 其 中 
d SE 是 和 中 第 天 个 网 线 内 部 的 37 5853 8. v, 是 入 中 第 
r 个 三 角形 的 重心 , n 是 人 中 第 《个 网 线 的 法 向 量 。 

为 证 明定 理 7.21， 需 要 下 面 的 几 个 引 理 。 
| 引 理 7.22 ”定义 在 一 网 线 ww 上 的 3 次 多 项 式 (Qv) 可 唯一 
地 表示 为 
po) — fCoowi + DfCo) + Dsf Co) huin 


+ | 5fGo + 0D,sf(m) + Dif Co) Tm 


十 fw) 《7， 54) 
其 中 Di, = 05/0»; 一 vi)*, Cuu) 为 点 ”相应 于 tis i 
坐标 。 
实际 上 , 3 次 多 项 式 (7.54) 是 满足 播 信条 件 


Dip(v) == Dtf Co), k = 0,1,2, 
poo - Iln) 


X E 


的 二 元 3 次 多 项 式 在 vv, 上 的 表现 形式 。 
引 理 7.23 Wt onn 是 nn 的 两 个 3 0 RS, Qo) esi E 
NE ve .上 ,和 且 满 足 插 信 条 件 
Disl) — Dif Cri), & —0,1,2, ij = 1,4, (7.55) 
则 stv》 的 表达 式 可 利用 


D,s(0) = —Dys(o,) 一 5 [Dif Co) 十 4DfCo)]， 
s(»,) - f») T i D, fiori) 十 ET Dido) 

I I DufCon) + Dafo), 
n) 一 Ko) + Z Duil) + l DifCn) 


= 3s [Dif Cr) + 4D f CH] (7.56) 


和 引 理 7.22 而 求 得 。 
引 理 7.24 BE v (i — 1,2,3,4) 的 通 义 同 引 理 7.23, 定义 
在 vw， 上 的 样 条 函数 sv)& S 满足 插值 条 件 : 
Diso) = Dif(s;), k= 9,1, 1,2 1,4, 
(ys) 一 f(o), v — Cnt 62, (7.57) 
则 Co) 的 表达 式 可 由 s(o) 的 定义 及 关系 式 


s(n) = $ fé) + f | 10f(0) + 3 Duta) 一 21(v) 
T i DufCr)] > 
KoD m 3 HoD + 1| foo + S paf) = 1GO 


1 
s 3 Due (7.58) 


L..- 


引 理 7.25，:(xry,y)E SCT) 在 共 线 的 内 说 线 上 以 相同 的 常数 
为 它们 的 光滑 余 因 子 。 若 记 
9)» = ge) 于 GL 十 6s Lis 
见 图 7.12, 则 nii 的 值 分 别 为 


$ "7 m [oso 二 5Dyss(vy) 十 Diss(v,) — 9:(v,) 
un 4D, Cos) I 过 Di,sCo))] , 
Era m d [90D + spas + D) — 9i) 


= 4DissC%) — È Disso), (7.59) 


其 中 Lum 2u, — 4, Lic is — 28, M Gtt) 是 点 dB 
应 于 三 角形 vwo, 的 面积 坐标 ， 
引 理 7.26 设 
PRO = s(o id t [3sCo) + Doo 12i, 
*d3:Co) 十 Dras Cor) hugi 十 sw) 
十 AD aC 2m — ur) 十 AD nias vio uon 
+ Duas(oswQw 一 w))w 


T + PREC CALA + Di sCvi)uluih 


PV) = Blv) H eus, 

Bo pm oku m Y. boo pim ey 7 ws, 
Pi p! 24 — wy, 

pc Pp oat — 1wy, 

p—P ct d. — ) 4 o — ww) 


+ AEA 一 21, — n) t eG, T7 u 2», 
(1.60) 
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ex = 3Co) + HCD + Dr)plo) — 38) 
- i (Dus DOES V 2a t s 
e = — Kn) — Y DapGD + Bn 
T A D, aPC) — &a— 265 
e= =pl) — E Duplo) + PC) 


+ S Dorp) a5 26, = Fans (7.61) 


其 中 m.: 是 nn HERAS, v=o 00/2, hs 一 2。 Soer oan] 
los. Gn»ssss). 为 v 相应 于 三 角形 ooo 的 面积 坐标 《 见 图 
7.12) 

引 理 7.27 方向 导数 值 Diz(w)》 和 Dose). 513088 


Due(o) = DagGn) = E EO 
TOBiDiyas(e) 十 264 一 2h Dai) 
— Disc) — 12635]. 
和 
Duste)) ~ Durp(o) = [uero 一 DiarCm) 
十 125 一 25D) — HDas(v) 
= ux, | (1.62) 


给 出 , 其 中 Biy His P3, 和 4, 和 h, 的 涵义 类 似 于 引 理 7.26 中 定 
X, 
定理 7.21 EH. di FE d RAEAN dim SCA?) 


ETE 


dim P, 十 18 一 28 iA SR PECORI A. 因此 只 项 
证 明 相 应 于 播 值 问题 (*) 的 齐 次 问题 只 有 零 解 。 由 3 引 理 7.22, 7.23. 
$17.25, 可 证 有 明 c; 一 0， 再 由 引 理 7.26 和 7.27 的 结果 、 有 s(x， 
y)280, (z,y)€T. t] 

AL 上 的 播 值 样 条 函数 (x, y) € SSCALO 的 表达 式 或 样 条 空 
闻 SICALO 的 基 项 数 表 达 式 完全 可 由 本 节 介 绍 的 定理 求 得 . 详细 
的 推导 此 处 从 了 略 。 

顺便 指出 , 在 样 条 空间 SA) 内 不 存在 类 似 于 前 一 毁 中 所 
RKI B EESR SE RUN, 

对 于 人 入 的 & 自 适应 前 分 情形 ,同样 可 证 明 下 面 的 

337.285" HERPE f, Litja, tel, 
2»: Np; 名 )，r 一 12 17 0),2,*-, 4, &— 1, 
2,- tt. Ne; Fre)» T=1,2, NT p= 1,2,7, n(u—1)/2, 
存在 唯一 的 样 条 函数 Cry) € SECATZD, 


git SPF 
(1C2) FEEN] (v) m fiui 0i iS A» 
t= 1,2, Nas 
ð 


, : 
Oni sCof) - f(oP», = 1 2 
Å 


p-1,2,:-,/5 k= 1,2,1, Ns, 
he) = flle), T= 1,2,:-*, Np, 
p= 1,2,:-*,n(u — 1)/2; 
其 中 n=l, 2 N,) 是 剖 分 A 的 网 点 ; n HAR RRA 
线 的 靶 线 方向 ; i9 (> — 1, 2， 六 为 人 中 第 条 网 线 内 部 的 
第 /十 1 个 等 分 点 ， 即 若 记 叶 ， 几 为 和 A 中 第 大 条 网 线 ei 的 两 个 
端点 , 则 


st = — 


十 | 
A. = tace -1,2,:77, Bn 223 15/2) 是 和 中 等 + 个 三 角形 内 
部 的 适 定 结 点 组 , 即 A 不 在 任何 一 条 #* 一 2 阶 代数 曲线 上 ， 
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[rs(9 t 0 — r E 169), r= 052,7 :,H 


由 定理 7.28 TA, Salan 的 自由 度 为 
dims*, (A5) 一 2 (s+ DCGa ct 2)N, + $ pa +t DNE 


十 I n(n — DN;. 


昌 然 插值 样 条 函数 (x, 3) € Sz CAT) 的 计算 比较 复杂 ， 但 
仍 可 通过 建立 类 似 于 引 理 7.22 一 引 理 7.27 的 办 法 来 实现 . 

IT HAERESI) SSaCALD) 在 同一 “局 部 " 贰 穿线 上 的 所 有 
内 网线 上 的 光滑 余 因 子 是 相同 的 常数 。 因 而 可 以 预见 ， 采 用 恰当 
的 并 行 算法 来 计算 该 空间 中 的 样 条 函数 将 是 可 行 的 . 

1.5 Fraeijs de Veubeke.Sander 格式 由 

前 面 已 经 讨论 了 任意 三 角 剖 分 的 某 种 加 细 剖 分 上 的 几 种 样 条 
空间 中 的 播 值 税 式 ， 本 节 讨 论 在 四 边 形 单元 上 的 一 种 光滑 播 值 格 - 
X. 


B as 


设 ocR' RE E» uETfTUSPIIZJÉESNIA JA ZUEDUX, m 
399 的 一 凸 四 边 形 齐 分 ， 正 一 vis i7 1,2,: 5. NJ DAD 
的 顶点 ， 对 每 一 凸 四 边 形 单元 OEN, ER O DNAR, UL 
成 也 的 一 种 加 细 剖 分 了 *《 见 图 7.13》, 并 称 之 为 FVS 加 细 剖 分 . 

定理 7.29 设 0 一 vivzvsv 是 任意 的 凸 咕 边 形 单 元 ，x3G 一 
1,2,3,4) 是 er:vivirn (vi = vi) BRA, f(x,y)€ CQO). 网 
存在 唯一 的 样 条 函数 x,y) ESOO), MERMER 


" 412. 


svi) = Hv), 
2 De oi, Ode 0. 
3: sQv;) Bx fv), 8y (vi) By FO), (7.63) 


ds (RD -区 FRR), i= 1,2,3,4, 
其 中 s 26 e 的 法 线 方向 。 
(0 AEA dim (9,0 — dim P, + 2 (7 T +i 


10 十 0 十 6 一 16 恰 如 与 插值 条 件数 相等 ， 因此 只 需 证 明 相 应 于 
38 (Bc (7.63) BJ JE RARA ERE. id we 和 mm 的 交点 为 
O, e; 的 方程 为 Lx, y) 一 0， 且 满足 L(OD — 1. 3X sG,2— 
5zsy)]avirr， 则 由 齐 次 插值 条 件 , 易 知 
s(x,32 — pP, y) * BG, y), PY) € P,, i — 1,2,3,4. 

由 (x, y), 1 一 1, 2, 3, 4 的 定义 知 它 的 构成 连续 的 C" 5 AR 
数 。 因 此 由 s(x,y) 的 C' 性 质 知 py) 也 是 CO 的 。 进而 由 
s(x,»)€ cK2)， 即 在 D», 上 有 

(DP( + 21 * (DI) * fi? 

| = (Df 9B, + 214 * (Dha) e tt, 
RIA De; 上 有 l 
25? * DCL — ha) = h * DCpi? — pi), 
知 pi?(vj) 一 0， 同 理 引证 Con) 一 0。 所 以 有 syes 
人 zyy)。 再 出 xzy)ec(oO) 条件 ,可 知 c; — 0, i — 1,2,3,4, 
Li 

插值 问题 (7.63) 的 解 常 被 作为 有 限 元 模型 函数 ,类 似 于 HCT 
格式 的 讨论 ，FVS 四 边 有 形 所 对 应 的 有 限 元 空间 (或 插值 桩 条 空 
H) VECO). 也 就 是 说 ,对 多 边 形 区 域 - QCR? HAAR 
Du, TER 7.29 在 8* 上 构造 C! 类 的 分 片 3 次 多 项 式 空 间 、 
并 且 有 ' 

dim5!( 9, I1*) = 3N, + Ns, 

式 中 Ns 表示 痢 分 蕊 的 网 线 的 个 数 。 
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类 似 于 s(0.A') 空间 的 讨论 ,可 给 出 空间 0,H*) 的 基 
误 数 玫 法 瀛 必用 一 些 揪 信 算 子 等 等 。 在 有 限 元 与 计算 机 辅助 几何 
法 计 由 ， 将 FVS 格式 与 OT 格式 组 合 起 来 使 用 .“ 类 似 于 构造 
HCT 型 播 值 格式 ,也 可 在 FVS 加 细部 分 下 构造 具有 高 阶 光滑 度 
HERRER, APARE Aki, 
L6 ”其它 细 分 插值 格式 
X DOR? 是 平面 上 的 多 边 形 区 域 , A 为 刀 的 三 角 剖 分 ， 其 网 
点 集合 ,网 线 集合 和 三 角形 胞 膀 集 合 分 别 为 了 一 {ri ESN}, 
E= [ei Kja NH {Ti:1 必 1 二 N}， 考 虑 如 下 的 插值 同 
题 : 对 fley) ECD), 
R (x,y) € 5€D,A), 使 
D's(vj) = D*f(oj)), lal & v, i= 1,2,--:, N,, (7.64) 
问题 (I 0! py 9! e ES MS 
) 3, 00D 7 5 fff), 2 


11,2,::-,5, j= 02,*::, Ng, (7.65) 
其 中 还 假定 条 件 (7.64) 和 (7.65) 是 相 容 的 ， . 
条 件 (7.65) 保 证 了 插 信 问题 的 解 :(x,») 在 相 邻 单元 之 间 的 
CARNE, AE, 如 果 在 每 个 三 角形 胞 腔 上 求 得 问题 (D RR, 
随即 便 获得 了 在 整个 区 域 D 上 的 解 。 如 果 插 值 问题 DSR, 我 
(TERRAS (uis, k) 有 限 元 烙 式 (或 称 为 《p;v, WERA). 
考虑 问题 CD 对 于 任意 给 定 的 三 角形 单元 T — mo 的 情 
形 。 此 时 间 题 《1) 可 以 陈述 为 
对 给 定 的 (xy) € "CE, K Cey) € "CT, 使 得 
inii (II) 4D*:(v;) 一 D*f(vi), lel &v, 
Dus oR) = Duti), l& r& n, LEIST, 
i= 1,2,3, PER sC = 1,2,***,7) 2 oi = vivit 上 的 * 士 1 
个 等 分 点 , D;; 表示 ei 边 的 7 阶 法 向 导数 ; T* 为 了 的 某 个 对 称 形 
立 的 加 细 剖 分 , 且 工 的 务 边 没有 新 的 分 点 ， | 
设 T 的 每 个 内 和 角 被 分 成 5 份 。 在 以 上 这 些 约束 下 ， 我 们 分 析 
问题 《11)- 的 解 存 在 时 的 v, a 和 8 之 间 的 关系 、 这 种 关系 由 下 面 


ELT 


的 定理 7.30 给 出 . 

定理 7.39250 问题 〈11) 有 解 的 一 个 必要 条 件 是 

8 zac (vt p). 

借助 于 定理 7.30, 可 对 已 讨论 过 的 某 些 细 分 插值 格式 作出 相 
应 的 解释 。 

当 — GB], 224. 即 对 三 角形 单元 不 必 进 行 细 分 。 这 
IER 1.1 中 介绍 的 A. Zenisek 的 工作 。 

当 ? 一 上 时, 便 有 8 关 # 十 1。 此 情形 使 用 了 最 少 的 项 点 插 
值 信息 . 取 ai. 822. 若 取 ff 一 2 怡 好 对 应 着 C!-HCT 
格式 ， 当 # 二 2 时 ， ER 8 一 4， 将 对 应 着 2-HCT 型 细 分 下 
《2;2,5) 插 值 格式 ,这 一 段 作 简要 介绍 ， 


当 8 二 2 时 ， "> | Ga- D| +1. 它 正 是 P. Sablo- 


nniére!*) YRKI (u;2u 一 1,4 一 1》 型 插值 格式 。 

在 所 有 的 细 分 格式 中 ,最 有 兴趣 的 是 > 一 产 情 形 , 亦 即 在 顶点 
上 使 用 最 少 的 插值 信息 情形 ， 

上 一 2 情形 。 设 T = ws, 为 A 中 一 三 角形 单元 ， 在 TT 上 
作 HCT ZH, 再 对 了 中 的 三 个 小 三 角形 施 以 特定 的 HCT 细 分 
CUE 7.14)。 如 此 形成 的 了 的 加 细 齐 分 为 2-HCT W mig 
Ay. P. Alfeld 得 到 了 2-HCT 加 细 剖 分 上 的 (2;2,5) 播 值 格 
A, ith} dim ST, T,4) = 21 + 4» di(3) — 37, P. Alfeld 构 
造 的 (2;2,5) 插 值 格式 对 3 次 多 项 式 是 精确 的 ， 

根据 定理 7.30, 当 > 一 沁 一 2 时 ， 对 三 角形 工 进行 Morgan- 
Scott 型 加 细 剖 分 ， 也 可 能 存在 相应 的 插值 格式 ， 王 七 宏和 战 戎 
AHT Morgan-Scott 型 加 细 章 分 A。 上 的 (2,2,5) 插 值 格 
式 《 见 图 7.15)。 设 T — vw, H B; G= 1,2,3) XTA 
ARAA. 设 右 为 过 点 8B; 的 具 不 同和 斜率 的 线段 数 ， 则 名 可 能 取 
值 为 2,3 或 4, 但 不 存在 两 个 如 闻 时 取 2 的 情形 ， 当 一 2 时 ， 
Wk B; 为 An HERRARNA HES 为 奇异 网 点 数 .显然 8 = 0 或 
9-1. 9 


+ 45 + 


i vy 


7.14 图 ?7.15 


3 


kæ {4— k, 4— ks 4— k}, k= > (4 一 天)。 


于 是 直 样 条 函数 的 维 数 公式 有 
$3 731 dim SA) — 30 +k - 6, 
由 此 得 到 
定理 7.32 当 k—(0,0,0) 时 ,对 于 给 定 的 f(x,y) € CCT), 
存在 唯一 的 样 条 函数 s(x,y)€ BC, Am) (E 
D's(v;) — D*f(v;), lal & 2, 
2. up m 9 (ufo), rm avem 1,2, 
Qni Oni 
(B) = fCB2, i= 1,2,3, 
定理 7.33 4 k=(0,0,0), 6 — 0 时 ,对 给 定 的 Fx:y)6 
CXT), 存在 唯一 的 样 条 函数 s(x,y) € SCT, Am) 使 得 
Di(vj) — D*f(vj), lel < 2, 
D OD- 2. fGt), 1m La 
(B) 一 K B), Ds;AjsCB;) zi Daz;A;ÍCB;), i = 1,2,3, 
其 中 Daiai 为 沿 BA 方向 的 方向 导数 ，8B; 与 某 B;4; 共 线 ， 
定理 7.34 当 一 1H, £—2, 对 于 给 定 的 Íéx,»)€ 
CT), dérdkn — FEAR PATE (ey) € ST, TL, E 


* 416 * 


nn a 


PARFUM iC), lel < 2, 
iret D= 2l D, := l,l, = 1,2, 


(Bj) = (B), i= 1,2,3; 
Ds, AC B.) = Da a;fCB,), Dea sC B,) = Ds A, fC B), 
Ds, A;Dg, A,5CB,) 一 Da, AjDn, Af CB.) 
此 处 B, 为 奇异 内 网 点 、* 关 ke Poe rr. 
这 一 节 介 绍 的 所 有 插值 格式 均 是 在 三 角形 区 的 某 种 特定 的 ， 
即 对 称 的 且 了 的 每 一 边 均 无 新 的 分 点 的 加 细 剖 分 T* 上 建立 的 . 
通常 可 利用 压缩 参数 的 方法 简化 定理 7.32 一 7.34 中 的 插值 格 式 ， 
以 得 到 具有 21, 24 和 24 个 自由 参数 的 简化 的 插值 格式 。 在 实际 
问题 中 , 除 顶 点 v; 点 处 的 数据 外 , 其 余 的 均 非 原始 数据 . 故 需 设 法 
将 它们 用 已 知 的 原始 数据 合理 地 表示 , 即 对 这 些 参数 进行 压缩 .在 
实际 应 用 中 ， 人 们 常常 根据 具体 的 问题 选择 压缩 参数 的 方法 和 技 
巧 ， 如 在 保证 插值 问题 的 解 具有 较 高 的 代数 精度 的 前 提 下 ， 正 缩 
B, 处 的 函数 值 及 导数 值 。 压缩 参数 的 方法 、 技巧 以 及 简化 后 的 播 
值 格式 , 在 这 里 不 一 一 介绍 了 , 
一 般 地 ， 如 下 的 细 分 方式 是 可 行 的 : 
(1) 当 pg 一 2m 一 1,m 二 1,2，'…* 时 构造 m-HCT 加 细 齐 分 : 
步骤 1 Hm= 1 时 , 取 三 角形 的 重心 ,并 与 各 顶点 相连 , 构 
成 工 的 HCT 细 分 , 记 作 1-HCT nai; 
PRm 车 已 获得 (m 一 1)-HCT Hahh, 我 们 分 别 将 
(m 一 1)-HCT 加 风 剖 分 中 的 以 了 的 边界 为 边 的 每 一 子 三 角形 分 
成 相应 的 1-HCT 细 分 ,这 样 便 得 到 了 m-HCT 加 细 间 分。 结合 
前 面 的 讨论 ， 可 以 期 望 在 了 的 m-HCT MAAS bfrfEX (a; 
B.lgctd) 插值 格式 ，p 一 2m 一 1，m 一 1,2,…. 实际 上 ,对 
m= 2 情形 可 以 得 到 2-HCT 加 细 剖 分 下 (3;3,7) 插值 格式 的 存 
Een, 
(2) 当 p= 2m, m — 1,2, Fd. Fili m-MS 型 加 细 训 分: 
步骤 1。w 一 1, 取 工 内 的 三 个 不 同 点 ,进行 三 角形 单元 了 的 


tA * 


Morgan-Scott 型 剖 分 , 记 为 1-MS 加 细 剖 分 ; 

PRm 若 已 获得 (m— D-MS 加 细 剂 分， 我们 分 别 将 以 
了 的 边界 为 边 的 子 三 角形 细 分 成 1-MS 加 经 剖 分 , 这 样 便 得 到 了 
TH) m-MS 加 细 剖 分 。 自 然 地 , 也 可 以 期 望 在 工 的 m-MS 型 加 
细部 分 上 存在 着 (jp ;kx，2p +1) BERA, alm, m=l, 
2,-.-. Hm= 1 情形 便 是 前 面 提 到 的 (2,2,5) 插 值 格式 。 
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21 参数 曲面 的 光滑 拼接 

在 参数 曲面 拼接 中 ,连续 性 (或 光滑 性 ) 的 定义 有 两 种 , 即 参 数 
连续 与 几何 连续 (或 称 视觉 连续 )。 

1. 参数 连续 

定义 7.35 称 一 个 曲面 Plr), G,0€ 9 在 点 (,,)0€9 
kk Ere di E (C 是 指 


D' PCs.) s 2 2 P(s,1) 


jal = 0,1,:--,& 

TE Gor) EER, HP a =c (asa), la] = a o6, 0o, 
ac k, 如 果 曲 面 PCs,z) 在 定义 域 @ L5 ER CAS, 则 
HAE PG.O 在 9 上 关于 参数 G,0 是 大 阶 参数 连续 光滑 的 
《Ct), 或 简称 曲面 Pls,t) 是 C^ d. 

显然 ， 参 数 连 续 是 关于 某 个 整体 参数 而 言 的 。 张 量 积 型 样 条 
曲面 通常 是 参数 连续 的 ,例如 , 双 3 X B FEd RIDE: C? 09 RUE 
TX 3 1X Coons 曲面 可 以 是 C'R C^ 的 。 然 而 以 上 这 些 曲 面 都 是 
特殊 曲面 ,对 于 一 般 的 参数 曲面 的 拼接 来 讲 ,参数 连续 的 要 求实 在 
太 苛刻 了 ， 出 于 每 一 个 拼接 曲面 的 参数 之 间 可 以 是 无 关 的， 要 想 
达到 参数 的 统一 是 很 困难 的 ， 因 此 采用 与 参数 选取 无 关 的 连续 性 
条 件 才 是 更 适宜 的 ， 

2. 几何 连续 


T" 


定义 7.36!50 对 于 某 曲 面 SCR!， 如 果 对 任意 点 XE5, 在 
其 附近 存在 $ 的 局 部 Ct 光滑 的 参数 表示 , 即 存 在 X 在 S 中 的 邻 域 
Ux 以 及 Ct 映射 Px:D 一 $5, 使 得 PKD) 一 Ux 为 D 上 Ct 参数 
光滑 的 曲面 ,其 中 DCR? 为 一 平面 区 域 , 那么 称 5 为 阶 几何 连 
续 的 , 记 为 GC*. 

显然 ,几何 连续 是 同 参数 选取 无 关 , 而 且 是 仿 射 不 变 的 。 下 面 
讨论 两 个 曲面 片 几何 光滑 拼接 的 条 件 (参见 [131], [155 一 164]). 

i 2 和 2: 是 平面 上 的 两 个 区 域 ，E.(s),E2《s) 分 别 为 2 和 
Q, 的 边界 , 如 图 7.16。 为 了 讨论 分 别 定义 
在 @ 和 ,上 的 黄 曲 面 片 沿 着 边界 EE, 
的 拼接 问题 ， 首 先 要 通过 参数 变换 使 这 两 
个 曲面 片 在 拼接 边界 的 邻 域内 转化 为 定义 
在 同一 个 域 上 的 曲面 ， 这 种 参数 变换 是 从 
E, 到 E, BCH EREE, CEEE 的 
某 个 邻 域 上 的 一 个 Ct 同 胚 p: Ueo 
Veo» CEG) — ED, 并且 4 将 0, 
的 内 点 映 成 O, 的 外 点 ,因而 有 

命题 7.37 两 个 C* 曲面 片 所 :924 ~ 
RR P,;9,— R' 在 E,,E, 处 GC* X 
谓 拼 接 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 从 E, 到 E, C* 连续 同 胚 $, 使 得 
P,55 Piep 在 EG) 上 有 直到 各 阶 相同 的 偏 导数 , 即 

Da leo = D,CP, * $) leo (7.66) 
la| = 0,1,-- -, &,:€ [0,1]. 

这 样 ， 通 过 参数 变换 $, 已 得 到 了 组 合 曲面 在 El) 的 一 个 邻 域 
上 的 C* 参数 表示 式 

P(X) M XEQ, 

PO- lp ox) B XRO, E KOED 

下 面 用 方向 导数 关系 来 刻 划 曲面 的 几何 连续 性， 为 此 先 介绍 
一 个 引 理 。 

引 理 7.38 设 fU o, 为 平面 上 的 两 个 区 域 ， EG), E;G) 
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图 7.16 


分 别 是 它们 的 边界 , 并且 UG) 是 EG) Er) CU 向量 场 , 方 
向 指向 E, P300, VOG 是 E;G) 上 的 CU 的 向 量 场 ,Ts S h, 
Vs) HAIE EG) 的 外 倒 ， 那 么 存在 一 个 从 E, 到 E 的 
ct ERAR $, 使 得 

Dong lec m VOG), j—1,2,--*,k. (7.67) 


X32, Dpoé 一 s, PEC - :UG)) 是 沿 UG) 方向 的 j 阶 


方向 导数 ， 

由 上 本 的 引 理 及 链 锁 规则 ,可 得 

定理 7.35900 两 个 曲面 片 P,P, 在 E.G), E.G) 上 GC' 
连续 拼接 的 充 要 条 件 是 存在 EC) ECERAN BS pu 3 1$ 
UG) 及 E.G) 上 的 指向 外 侧 的 C' 的 向 量 场 VC(s)， 使 得 

DuiPilso) 一 DvP: lesy (7.68) 

它们 GC 拼接 的 充 要 条 件 为 UCs) 及 VOD E C' BS, AEE E, 
上 的 C 的 向 量 场 Wo», i848 

Di Pilsao) 7 DiPilzi + DwoPilzs. — (7.69) 

类 似 地 ,还 可 以 得 到 GC* 拼接 的 充 要 条 件 。 

i Q, ALACO, 0), (1,0), 《0;,1) 为 顶点 的 三 角形 ,2&: 为 单位 正 
HE, UC) 三 (1,0), VC) = Cos), nGD, Wes) = (ws), 
wiís)), 344 P: QR 与 Pay 0R 于 E, 一 (s,0) 及 
E, — (5,1) 边 上 CC 光滑 拼接 的 充 要 条 件 是 

vls) < 0, (7.70) 

P(,0) = Ps,1), (7.71) 

DOPP Cs, D) — v(:D'9 PCs, 1)2o v, (5) D PC,1) (7.72) 

D? P,(5,0) = vi(s)DC? PLs, 1) -F 2s.()01 (5) D PC, 1) 

+ vA DIPs,1) G)D'?P,1) 
+ w )D*»P,1) (7.73) 
sé [0,1], 


aiti 
.a 
其 中 Dh aod 


»15,19 0, 1,2, (7.70), (7.71), (7.72) 为 
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CC 光滑 拼接 的 充 要 条 件 。 对 任意 正 整 数 1> 0， 可 以 类 似 骨 
到 GC* 光滑 拼接 的 充 要 条 件 ， | 
在 实际 应 用 中 ,通常 取 (7.72),《7.73) 中 的 e GO viC Om GD, 
wx(s)》 为 简单 函数 ,以 得 到 GC! 或 GC? 光滑 拼接 的 充分 条 件 . A 
如 当 Ves) = Cols), G2) = (0,1), WC) — (0, 0) Bj, X 
(7.72) 与 (7.73) 就 分 别 变 成 了 
DPp(s,0) = DPP s, 1) 
5 
D*P^P(:,0) = D9?P.(;,1), 
这 实际 上 等 价 于 参数 光滑 条 件 ( 只 差 一 个 平移 变换 ). 
下 面 以 两 个 # 次 三 角 Bernstein-Bézier 曲面 片 为 例 ， 讨 论 光 
得 拼接 条 件 . 


设 B'b)- J bB!) 和 Cr) 一 了 68?(F) 分别 
PIET] TALI 


为 两 个 # 次 参数 形式 的 B-B 曲面 片 , 其 中 t (7571,73), $— 
(&$,£,,2,) 为 面积 举 标 . 我 们 首先 讨论 在 加 二 各 一 (0,rrs) 边 
上 两 曲面 片 的 光滑 拼接 条 件 。 由 B-B 曲面 的 性 质 ,不 难得 出 : 曲 
面 片 Bur) 5r) 在 可 一 名 处 Ct 连 续 拼 接 的 充 村 条 件 是 
存在 平面 上 的 两 个 相 邻 三 角形 了 一 Are», 及 个 一 Ayyzp, 使 
得 对 任意 一 个 方向 AX — ap, + aw, 十 ouo, m án 十 áp 十 vi, 
la| 一 | 全 | = 0, W5 
DiB'(t")-— Dê $5, 1—9,10,---,k, (7.74) 
从 而 
êr = ba), i — 0,1,---,K. (7.25) 
其 中 og 为 P, CT T DIEBUS 1 — (4,1, 2,),4*9(0,2,2), b- 


(o) 一 23 br Bila), hti mni, ish 0, ill, 
: lal ei 
2,***,K, 5 


这 个 条 件 对 于 参数 曲面 的 光 清 拼接 是 太 强 了 ， 对 于 某 些 复杂 
的 三 角 剖 分 来 说 ， 按 照 条 件 (7.757 来 构造 光滑 曲面 也 是 难以 实现 
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的 。 在 参数 曲面 的 拟 合 中 ， 采 用 几何 光滑 条 件 是 方便 的 。 下面 给 
出 相应 的 cc! 光滑 拼接 条 件 。 
首先 ,在 拼接 处 要 有 C' 连续 性 ,如 
bp = p, [2] =n, X = (0,2,1,). (7.76) 
B'r) 与 Cr) 的 公共 边界 曲线 为 


Bz’) = 2; bi- Bp) 一 2i épB1( 8?) = 6 (8,) (7.77) 
RETI IPLA 


在 Be) 上 满足 切 平面 连续 当 且 仅 当 

(D,B'(1^), D,B'(v'), DCC.) — 0, (7.78) 
其 中 a-—(1,0,—0D, 8—(1,0,—)D, Y —(90,1,—1), EX 
38 CT TETEPRR oC) oe) ol), ER 
eC ED, BE) + o0 D,B* (7) + o (0)D,C* (7) 


= p f))n b» (b, — bret) BSCE) 
EAC æg -i 


* enn > Cbr — birr) BICE) 


IPMETLII 


十 etn 5 (Ge E rre’ )B icm 


. PTT 
- [nCr (be, — bu) 
i 2s i ` ^ 


+ oN bpr — bio) 

F oP — 6&»)): BYCY 一 0 
(7.79) 
其 中 e=(1,0,0), €&/—(0,1,0), &$—(0,0,1), HWE DaB r) 
与 D,C*($) 不 在 D,B'(v) HEA—M, eee 必须 小 于 
*. 
在 实际 应 用 中 , 常 取 (7.79) 中 的 aCe), oE), oc?) 为 特 
定 的 函数 。 若 alr), alr), CE. 分 别 恒 等 于 常数 gt otet 
H ef.of«o, WARA B*(r) 5 C*(P) ipw 4E GC BE 
接 的 充分 条 件 , 它 实 际 上 是 C' 参数 连续 的 条 件 。 由 (7.797 可 推 得 


* 422 * 


pr be 一 bio 十 pus em bou) 
+ pl — e) 70 (7.80) 
| 加 | 7 5— 1, 
从 而 (776) EK (7.80) 是 B'(v) 与 C"(z) 在 s, 处 GC! 光滑 
拼接 的 一 个 充分 条 件 ， 如 图 7.17 Bus, be, Orro 一 Eta， 
buo m Gu, 6S 是 共 面 的 ， 而 且 | 加 | 一 * 一 1， 以 下 具体 
WRR B-B 曲面 片 的 GC' 拼接 的 一 个 充分 条 件 ， 当 # 一 ? 
时 ,由 (C7.79) 得 


图 7.17 


ATACA IAD bo 一 bo + eO TB 一 bu) 
十 e(0,71, 7:06 一 Ga:)] + 20, L pO, 72, 7:) Bon — bn) 
十 PLOTT) bn 一 bu + e0,7;, TX Ê — 642] — 0. 
(7.81) 


这 等 价 于 
e(0,0, 155, "eie ou) 十 eX(0,0, DG x w2) 
+ e(0,0, 1) (& — w) — 0, 
eo, 1,00 (b; — bu) 十 pC0, 1,0X bu, — 5) 
+ o(0,1,0) (64, — êm) — 0 


(7.82) 
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由 。 条 件 可 知 : 两 个 二 次 曲面 片 GC' 光滑 拼 接 的 充 要 条件 之 刻 
何 意义 是 BB 一 En bw = ws bu, Bo 和 bo = Gus bu 
émbi n 均 分 别 共 面 , 如 图 7.18 所 示 。 当 站 三 3 时 ，(7.79)》 可 
以 化 为 

3riL eC rb; ic bo + pA Xb 一 T 

F e EX 一 Go)] + bryrstol re)bo, — ba) 

toe P bn — bm) + ecce ên 一 名 oa)] 

+ 3riLeCE Xu 一 bm) H PLEXdb — ba) 

+ al Xê — én) = 0, (7.83) 
特别 地 , 若 取 aC) 一 pCO, TT) — ait; Ari mlr) art 
Pa PE) m a, + Pr， 则 (7.83) 可 化 为 

3L. A, + BBo + PCri + 3EQ,A, + cB, + asC,) 
XA ta + PC rir, 
+ 3[2(0c - «B,  «€) + 8,4, + 8B, 
十 Clr t 3[a A, + 0B, + aC lr — 0 (7.84) 
这 等 价 于 | 
£A, + fB. + B,C, =0- 
aA, 十 aB, 十 aC, 十 2(8, A, + 5, B, + 8,0) — 9 
aA: 十 aB, + 20,0, — 0 
(aA, 十 aB, + C) + pA + 8,B, + 8,0, — 0 
其 中 


(1.85) 


A; — buio — ba» 
B; = biu- — buos 
C, = €i. — Ĉwa-» 
į = 1,2,0, 
若 mp: ab, 关 0， 式 (7.85) 的 后 两 个 等 式 又 可 化 为 


B, - " x "I ls [gA F 1 (aA, 十 a,B, * a, C.) 


-Blah t TOME. cao 
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C =m p. a 1 2 
1 a£, Ex Bats ie [ 1A 十 2 (BA, + BB, T 5c; 


一 上 [a 十 (a A, 十 «B, 十 «C. (7.87) 


因此 ,(7.85) 的 前 两 个 等 式 , (7.86, 07.87) LR À RA BC) 
与 Er) GC' 光滑 拼接 的 充分 条 件 。 如 图 7.19 所 示 、 


关于 各 种 多 项 式 或 有 理 参 数 曲 面 间 的 几何 光滑 拼接 条 件 可 参 
见 [155 一 164]1 等 文献 。 

在 任意 三 角 剖 分 上 构造 光滑 插值 样 条 曲面 是 实际 中 经 常 过 到 
的 问题 ， 各 种 细 分 格式 ， 如 HCT，Powell-Sabin 格式 等 均 有 较 
多 的 应 用 .在 构造 几何 光滑 昌 耐 时 ， 在 每 个 三 角形 元 内 部 的 各 细 
分 三 角形 之 间 一 般 能 够 满足 参数 光滑 条 件 ， 而 在 两 个 相 邻 的 三 角 
形 元 之 间 则 要 求 满足 儿 何 光滑 条 件 。 例如 施 锡 泉 和 王 天 E 
ET GC! 的 3 次 HCT RR. 

2.0 张 量 积 型 参数 曲面 

在 CAGD 中 ， 张 量 积 型 曲面 有 比较 广泛 的 应 用 ， 其 中 常见 
的 有 双 3 次 Coons BhiE, B 样 条 曲面 以 及 张 量 积 型 Bézier 曲面 
等 . 张 量 积 型 曲面 适用 于 较 规则 的 四 边 形 剖 分 下 的 曲面 报 合 问题 
这 星 介绍 几 种 张 量 积 昌 面 的 表示 形式 及 其 在 曲 画 设 计 中 的 应 用 。 

1. 双 3 次 Coons 曲面, 

B EESSOR D 一 [0, 119t0, 11 的 四 个 角 点 C0, 0), 
(1,0),(0, D, C1, DAE 8978 8, 参数 *z INED EH. FH 
jd 90, 10, 91, 11, 表示 四 个 角 点 处 的 型 值 ，00,，00,，10,，10,， 
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01,, 01,, 1, 11, 表示 和 角 点 处 的 $5 : 方向 切 A, 00,,, 01,, 10,,, 


1L, 表示 角 点 处 的 扭 矢 ， 称 曲面 
r(5,5) — LFL), FCs), Gls), 6,01 
00 801 00, Ol, i Fle) 
10 11 10, 11, | | CO 
00, 01, 00,, 01,1 1 G.CO 
10, 11, 10, 11,1 t G,CO 
为 双 3 次 Coons 曲面 ,其 中 
Fs) — 28 — 38 +1, 
F(s) = —2$5 + 35, 
Gls) = f — 2i ts 
Gs) 一 时 一 于 


为 3 次 混合 函数 ,也 称 为 3 Hermite SERI, 


容易 验证 ,曲面 (8.23) 满 足 插值 性 质 
r(1,)) — ij, 
2 r(isj) — il, 
5 r(i,7) — ij, 
NF 
0:0: rG,D o Hd 
1,7 - 0,1, 


(7.88) 


(7.89) 


(7.90) 


曲面 的 四 个 边 分 别 为 3 次 Hermite 插值 曲线 ,曲面 的 形状 由 已 知 


的 角 点 信息 所 唯一 确定 。 


双 3 次 Coons 曲面 常用 来 构造 双 3 次 样 条 曲面 ， 如 果 已 给 
定 规则 分 布 的 插值 节点 rC) 一 pu, E= 0,1,- 7,5, 7 一 0， 
1,:,m 以 及 相应 的 ?方向 上 的 切 矢 及 扭 矢 , 则 可 以 利用 双 3 次 
Coons 曲面 分 片 来 构造 插值 曲面 ， 以 得 到 整个 的 双 3 次 样 条 插值 
曲面 ， 这 样 的 样 条 曲面 通常 是 C! 连续 的 。 对 给 定 插值 点 列 Pi 
i-0,1,::5,98, J= 0,10,-:**,m, 相应 的 切 和 失常 可 通过 对 每 一 行 


* 426 * 


和 列 解 3 X RISE IG LEE AR HE ERR ESO; E DORT, HUN 
可 由 : 方向 的 连续 性 方程 关于 : 求 导 所 得 的 连续 性 方程 求 得 。 

2. 张 量 积 型 Bkzier 曲面 

i 545, i= 0,1, 7,5, 2-7 9,10), m 为 RR 空间 中 的 点 ， 
那么 曲面 


Bs, 一 5 > bB; (Bj ue) (7.91) 


(5,7) € ED, 119910, 1] 
称 为 张 量 积 型 Bézier h, (b4]7-9./-o 称 为 控制 顶点 ,而 


BG) 一 


T iim s(1—5)7 i-—9,1,---,, (7.92) 
为 一 元 Bernstein. AR, 

由 Bernstein. RREMAN, KERE Bézier 曲面 其 
有 凸 包 性 质 ,而 且 在 角 点 处 具有 揪 值 诈 质 ， 当 六 一 * 一 3 时 ,曲面 
(7.91) 为 双 3 次 Bézier 曲面 , 它 可 等 价 地 表示 为 双 3 次 Coons Hi 
面 ,其 中 Bézier 控制 顶点 {ba} 与 《7.89) 中 的 角 点 信息 之 间 的 关 
RA 


00 00 + - 00, 


1 l 1 
00 十 z7% 00 4- 3 (00, + 00) + - 06, 


] l 1 
16 — -} 19, 10 — } (19, — 10,) — 4 00, 
LM x5 », ; 


19 10 十 ; 10, 
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01— nu 01 


l 
91 十 Y (01, — 01,) — 3 01, 01 十 二 01, 
3 
。 0093) 


n-lüncenupoln, n-A, 
3 C ) 9$ 3 
1 

u-z iu 


Bézier 曲面 比较 直观 , 它 既 可 通过 控制 点 的 改变 来 进行 修正 ,又 具 
有 良好 的 保 形 性 和 上 一 包 性 ,因而 有 着 广泛 的 应 用 ， 

3. B FEAR BR 

给 定 空 间 点 列 b, :0,1,-,5, 7 一 0， 1,---, m, SK 
(p 一 1) X (4—1) 次 参数 曲面 l 


P(,1) = $1 S baNi CON; SG) (7.94) 


i=0 j-0 
CDI It 65 554 Dis tul 
为 B 样 条 曲面 ，{5;;} 称 为 控制 顶点 .其 中 {NCh UN e) 分 
3125 P Brf 4 阶 5 样 条 基 函 数 ,对 应 的 参数 节点 向 量 为 《9sysy…， 
faa). 及 《nn totar). 也 样 条 基 函 玫 可 递归 定义 为 
当 s€ [5,54], 
KT. 


$-— $; 


Na) 一 4 


+T 


fi $ 
N; (5) gs fe, N;a ui (7.95) 


一 fin 


N; Cs) - -—É 


Sitp-l 
i-0,1,2,:55.5, 

B PRAHAA ET RODE HERE E Ii Col, NERORRETT REA dh 
面 的 拟 合 ,通过 反 求 控制 顶点 可 以 方便 地 用 于 光滑 曲面 插值 。 

4. 有 理 张 量 积 型 曲面 

常用 的 有 理 张 量 积 型 曲面 为 有 理 Bézier 曲面 和 有 理 B8 样 条 
曲面 。 它 们 的 表示 形式 分 别 为 


48> 


co pmm r e- 


»» 2: w;jb; B; C) B, KO! 
RUD d -—, (56) 


£ 5 w;jB, OD Bi. KO 


imo jay 


(5,7) € [0,1] G9 [0, 1), 


` 5 wijibaN, (NN; LG) 
R(s,D- isois — 
55 >) wuN UG; IG) 


i-0 j=0 


, (7.97) 


sE [5,555,4]5 FE [1, teil, 

E ow;0,:—0,1,:--,5, 2 0,0,*--, 为 权 系 数 , oil 
为 控制 顶点 。 

Bi mii (7.96), (7.97 8 RU D GL EE Ff , Tf HL TRC7.96) 5 (7.91) 
有 类 似 的 角 点 性 质 。 有 理 Bézier 曲面 与 有 理 B 样 条 曲面 同 多 项 
式 昌 面 的 区 别 在 于 曲面 的 形状 不 是 由 控制 顶点 (051 所 唯一 确 
EÉ BA oa 可 以 自由 地 改变 曲面 的 形状 , 也 可 以 改变 
曲面 对 某 些 控制 点 的 接近 程度 。 有理 曲 面 的 另外 一 个 沈 点 是 能 够 
精确 地 表示 多 种 常见 的 特殊 曲面 ,如 球面 ， $us. 

13 ” 儿 种 特殊 的 参数 曲面 l 

1. 球面 

R 空间 中 的 球面 隐 式 方程 为 

Ce — n (y — X t (sy -R, (7.98) 

其 中 f tay yo Za) HIRD, RI. 其 相应 的 参数 方程 为 
r(0,9) 一 dica + RsinOcosoJ + Rsin ok +r, (7.99) 


这 里 i,j,k 为 oxyr ARRIARAN EaR, fup 
7.20. WE 6€ [88]E[0,2r]，o le»ede|- z, 5], 则 


(7.99) 定义 的 是 球面 的 一 部 分 ， 
TE 


图 7.20 


$u- u£, v= v^, 则 相应 地 可 得 到 球面 的 另 一 种 表 


达 形 式 
LR —a4X1—9).,  2Rw1—»9) , 
eO pr OT SX) 


2Rv 
十 at kn, (7.100) 


其 中 当 4€(—00,0), »€[—1,1] 时 ,(7.100) 定 义 的 是 整个 球 
面 ; 当 «€ luse] & (99, 0), v€[v,,25,]&[—1,1] Ef ,C7.100) 


定义 的 也 是 球面 的 一 部 分 . 
在 曲面 设计 中 ,有 时 需要 将 球面 表示 为 有 理 Bézier RAB 


样 条 的 形式 ,以 恒 于 进行 光滑 曲面 拟 合 。 下 面 考虑 球面 片 
od = ReosOcos pi + R sin cos pj + R sin pk + r, 


0€ [06,0], p € 91» 9:1. 
(7.101) 


不 妨 设 60,,0,€ [0,22], $1» 91€ [-2. zj, E 0 一 0,—0,— x, 
一 三 <p- p< E 如 图 7.21, BET EBIA. rO), oix 
e € v, fei 天 旋转 到 r(8 o) 而 得 到 的 ， 对 任意 6€ [0 


Z D 


Ie 


^^ 


$,], (06,9), pE lpup] 是 一 毁 由 r(0,,9) hid 6 一 8 A 
的 圆 弧 。 电 2 次 昌 线 的 理论 可 知 , AM r00) 可 定义 为 下 面 的 
形式 : 

| wo 6)r(0, p Xt — vY + 2:w(0)r,CO)v(1— v) 
r(0,9)—— 十 wa )vir(6, 91) E 

f wO — r + 2w Oel — v) + wO i 
aral, 


(7.102) 


其 中 w0) 一 w0) 一 pO e 70, 而 r(6, p), r. CO), 


cosi — 
r(0,9,) 均 相当 于 2 次 有 理 Bézier 曲线 的 控制 点 。 当日 取 凯 所 
有 的 [6,0] 值 时 ，r(6,oDD，rx(9)，r(C9,op:) WEZ BIS. 
它们 还 可 分 别 表 示 成 
r(6,91) = Fl, pi) 


~ ETCL — Y E Dwy — u)u E waraw (7 103) 
Wall — uy + 2wu(1-— uu t wye - 


2 
2 Wif wnB ia #) 
æ i=0_... 


ZOS 
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r,CÓ) = f£) 
Ls Hafatl- — y T T 1 一 A) + Wafa? (7.104) 


wal — uY + 2wuul l — s) + war 


$* waraBouu) 
i .  .— 
w8) 1 
(0,9) = Fu, ip2) 


一 LU Y T 2wurgs(1— 3) A wurute (7.105) 


wall Y + 2:wus(1— u) + ww 


` wiin Bou) 
am 3:20. 02. BL 
w(8) 


其 中 osusi. 390.103),07.104),07.105) 8A F] (7.102), 
则 得 到 球面 (7.101) 的 张 量 积 型 有 理 Bézier Xm: 


» 5 seat i; Bi, GB, a») 


r(u,v) = — x^ s =t 


> > wiB; aGDBi, (v) (7.106) 


i=0 ;-0 


0 xz w.rz d, 
其 中 

ro = r(8,,9)) = RcosO,cosp,i + R sinf copij 
+ Rein gk +r., 

fa = r(9,, p) = R cos9 cos p,í + R sind, cos pif 
+ Rsinpik +r., 

rae = r(0,,9,) — ReosO cosp + RsinO cos p;J 
+ Rsing:k +r, 

Tun 7 r(0,, p2) = RcosO,cos pi + R sinÓ;cos pij 
+ Rsin pk +r, 
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Pe 一 Rospi (coste; siat j) 
cos (89) 3 2 2 


+ Rsin p,R +r, 
ru = —— E ( cosó oos 2$ 
es (tc 
十 sin Ó, oos sir j+ da fT $i k) + ro 
fn R cos p: (cosh tO. an i8 y) 

ce( = 2 2 
2 
二 R sin pik +r, 


(*: 十 E^ 
cos( 8, 十 


cosa 


+ p "K 


Wa T wyp T 104 77 Wn ™ Gio. T bwy rm bwy = awp 
— abw, > D, 
1 ,b= 1 
cos( 2—2) co; £2 — €i 
2 2 

通常 取 vn 一 ww 一 wy 一 wn 一 1， 其 余 的 权 系数 可 由 此 确定 。 

前 面 我 们 具体 地 将 球面 片 表示 成 了 有 理 Bézier 曲面 的 形式 。 
类 似 地 ,我 们 也 可 以 把 它 表示 成 有 理 Hermite SER BUD direi ET 
理 8 样 条 张 量 积 曲面 ,这 里 就 不 一 一 详 述 了 。 

在 曲面 设计 中 ，、 三 角 曲 面 片 的 应 用 更 为 方便 。 下 面 考虑 一 种 
三 角球 面 片 。 它 是 由 三 个 互 不 平行 的 平面 所 截 得 的 三 眉 咒 弧 转 成 
的 球面 片 ,如 图 7.22, rus roe 分 别 是 三 角球 面 片 的 顶点 。 
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g = 


图 7.22 


三 豚 圆 弧 的 有 理 Bézier 表示 式 为 
> 


ri(#) 一 ES , 


pu soi Bin) 


5 wiriBi(v) 
ro) — E , 


5 wB; (v) 


iep 


» wiri B; w) 


rs) = E, 


5 wiB,(w) 


Pure 


0 cL wv xml, 


1 3 dl: 
ro m= ri ™ Fao Fi = r = Pps = r Fns 
Wi WW 0m W E w) Wn Wi wm wa T ly 


ri. == Fins ri T fua ri = Fu 
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1 


wi = wn = AL, iow. RN 
2|ri — ril 2iri — ril 
| 
1 1 Ziri—rnl 
我 们 知道 ， 由 Craw), 4—70,2,20, IAM = nd dmn, 
021, 2, £77 1,2,3 可 以 唯一 确定 一 个 2 次 有 理 Bézier 曲 
面 片 
5 rawiBiC T) 
r(e) - Dm (7.107) 
b» wiBiQu), 


TIE 
E= (TTT), TEn trn =l, Om mun l, 
这 就 是 球面 片 的 有 理 Bézier 曲面 片 表示 ， 
实际 上 ,对 任意 2 KAE f(x,y,2) 一 0 来 讲 , 用 三 个 互 不 平 
行 的 平面 所 截 得 的 三 角 山 面 片 都 可 以 表示 成 2 次 有 理 Bézier JÉ 
式 。 此 时 ， 三 条 边界 曲线 妥 是 一 般 的 2 次 曲线 咒 ， 且 由 此 可 确定 
irj. dwi) 满足 条 件 
Ha, * Has 一 RU, 
10,4 * «4; T Kw (7.108) 
Vut Hw 一 Ria, 
其 中 kokok 分 别 为 三 条 2 次 曲线 的 固有 值 。 
2. Ep 
环 面 是 通过 平面 上 的 贺 绕 该 平面 上 某 一 直线 旋转 一 周 而 得 到 
的 ， 它 的 参数 表示 式 为 


r(u,v) =r, +(e +l 316 — 3 


B EAS P 
1— g 2v... 2bu (7.109) 
* (et b ) qos 
TE ean 
一 00 «u«-r0, —oO «v« 4o, 


或 


r(6,9) =r, + (a bcos8) cos pi + (a+b cos) sin pj 

+ bsinÓR, (7.110) 
0«8« 2c, 0 p « 2x. 
如 图 7.233。 其 由 (7.109) 或 (7.110 中 的 a,b 通常 为 非 负 的 ， 当 
a -0, b7 0 j, r(u,v) 是 球面 ; 当 0 -—.o«5 m, 环 面 的 内 
MEAZ; — RRE a> b >o; in «20, 5-0, Hl 
r(u,v) 是 柱 面 ， 


图 7.23 


我 们 也 可 以 把 环 面 表示 成 张 量 积 型 的 有 理 Bézier 曲面 或 有 
理 8 样 条 曲面 ,不妨 只 考虑 曲面 片 r(0, 9), 0« 0, «0 « 0, 
x;0 y, 9«95 H 0«0,—0, x, 0 e;7 $i 7. 
经 推导 可 得 


» wiCu)riG) Bi Qo) 
r(u,v) = 二 ”一 
D, viG0BLE) 
j-0 
2j $ wiraBiaGQ0) Biv) 
2i » waBialt)) Biao) 
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er 


—— 


5 b» sura Bi) BisCo) 
izo 3-0 


Hr A (7.111) 
b» 23 wijBi iu) Bio) 


iw0 jeo 


其 中 wa oum uo wm d, Wa™ wa= cos PI, Wwy = 


Wa ™ cos 9 7 2i. wu 7 cost = Pia Q5, Fa =r pit， 


Fa = TCO P) Pan = r(6,, Qi)» Fa = r(0,5,93), fari fura 分 
Ep AL r(06,,9), (8,9), r(0,9), r(8,,9) 在 各 自 两 端点 
处 切线 的 交点 , 而 ru 是 过 rara 的 分 别 垂 直 于 r(0,9). rO, 
«) 所 在 平面 的 两 直线 的 交点 ， 
3. 旋转 面 
ik 平面 上 的 一 条 曲线 
clv) = f(s)i -t glok c-r, avs b (7.112) 
£8 & 轴 旋 转 一 周 后 就 得 到 一 个 旋转 面 , 其 方程 为 
r(u,v) = f(v)cosui + f(s) sinsj + g(v)k +r, (7.113) 
此 处 O SD. 2m, avc. BE Od, j, k 20 3D 坐标 系 的 三 
个 单位 轴 向 量 , r, 为 3D 坐标 系 的 原点 。 当 we [0,6,], 0 SA 
0, « 2x 时 ,方程 (7.113) 表 示 旋 转 面 的 一 部 分 . 
曲线 c(v) 是 一 条 平面 有 理 样 条 临 线 ， 所 以 由 它 生成 的 旋转 
i r(w,v) 是 曲线 co) 中 诸 分 纂 曲线 经 旋转 所 得 曲面 片 的 组 
合 。 此 处 只 讨论 由 一 有 理 Bézier RERA ete TUI AEBS HE fe rn 
BE. WE elv) 为 一 条 有 理 Bézier 曲线 : 


93 wb Bi») 
clv) 一 c , »€[9,1] (7.114) 


2 vB; (v) 


i-0 


对 任意 给 定 的 0€[0,0,], dif& c(v) 绕 直线 I 旋转 6 角 后 所 得 
的 曲线 为 
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5N TOTO 
K(0,p) = 19 — —— M (1.115) 


> "wi B; (v) 


其 中 对 任意 工 一 0,1 nr，8(9)， 8€ 099:] HEIM, 不 妨 假 
设 0 < << 9 过 x， 则 每 段 这 样 的 贺 弧 的 可 以 表示 为 


wb ii 


(9) — b.) = 二 (7.116) 
x Wiji ET 
其 中 wi 一 w; 一 一 一 一 w= 1。 当 旋转 轴 LOS RI, 


《7.116) 代 入 到 (7.115), 则 得 到 旋转 曲面 的 有 理 Bézier 表示 式 : 
2j 2 suba Bi GB; C) 
rl = i20 r0 —— ———, (7.117) 
» 2 05; (un) Bi, (v) 


此 处 ag 一 w;w;, 1 0,1,2, 了 一 0)1 n OKu Shl, 0S 
v « 1, bu% b, £x kaht 0, AAIR, by 为 b; Rk ETE 
8, 角 后 的 象 ， 而 bu HMM 56;(9) 在 b, 与 b. 处 两 切线 的 交点 ， 
j70,1,--7,8, 

也 可 以 把 旋转 曲面 表示 成 张 量 积 型 的 有 理 T 曲面 或 张 量 
积 型 分 片 有 理 Hermite 曲面 ,这 里 就 不 详细 撒 述 了 ， 

4. 柱 面 、 锥 面 \ 直 纹 面 .可 展 曲面 

a) 直 纹 面 

曲线 al) 及 其 上 的 连续 单位 向 量 场 (Q0 可 以 定义 一 个 直 
纹 面 ,其 方程 为 

r(u,v) — alu) t ollu). (7.118) 

3 .€[2,5], v€ [c,d] 时 ,由 (7.118) 式 定义 的 曲面 称 为 直 纹 面 ， 
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它 可 以 表示 成 


rro) m 5a) TE ala) 


= (1 — Jau) + rau), (7.119) 
其 中 au) = rG e), a G0) 7 rGed), 10 ZE, ue lab], 


v€[e,4), 1€ [0,1]、 参 见 7.24 图 ， 按 直 纹 面 的 定义 ， 它 是 一 直 
线 沿 着 曲线 aC) 移动 而 得 到 的 ,这 些 直 线 就 是 直 纹 面 的 母线 . 当 
《7.119) 中 的 a(w)》 为 常数 时 , 则 相应 的 方程 为 


r(s,v) = a + vollu). (7.120) 
此 时 , 它 表示 的 是 锥 面 。 当 1w) 为 常数 时 ,方程 (7.120) 变 成 了 
r(u,v) = alu) + vi (7.121) 


它 表 示 的 是 柱 面 ， 因 此 , 柱 面 . 锥 面 均 是 特殊 的 直 纹 面 。 


alu) 


» CFTE] 
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在 曲线 曲面 设计 中 , 一 片 直 纹 面 通常 是 由 (7.119) 的 形式 来 定 
义 的 。 而 qu(w), qs(w) 是 两 条 任意 的 曲线 ,一 般 地 ,它们 都 是 有 
理 或 多 项 式 参 数 样 条 曲线 ， 通 过 重新 参数 化 ， 可 将 它们 的 参数 和 
节点 统一 起 来 ,以 便 处 理 。 不 失 一 般 性 , 此 处 假设 


5 ibis) 
a, (s) 一 — —, u€ [0,1] (7.122) 


n 


P wa Bis ue) 


i-0 


3 aba Bie) 
aja) = i8 


5 wiB; un) 


HARAM Bizier 曲线 。 通 过 升 阶 公 式 ， 可 以 把 aCe), as) 

表示 成 相同 次 数 的 有 理 Bézier 曲线 . 因而 可 不 妨 设 m 一 内 一 办， 

将 (7.122),(7.123) 代 人 到 (7.119), 并 令 “一 0， d — 1， 得 到 
r(u,v) = (1— vja u) + vau) 


b3 27 wjjbi B; (9) B; Co) 
mm iz0 fj=<0 2. 


» «€[0,1] (7.123) 


p Do wiBim Bi o) 


i-0 j=0 
(u,v) € [0, L IG [0, 1], (7.124) 
b) 可 展 曲面 
如 果 没 着 一 个 直 纹 面 的 母线 , 切 平面 都 相同 ,就 把 这 种 直 纹 面 
称 为 可 展 曲面 。， 由 此 可 知 ,可 展 曲 面 的 切 平面 只 依赖 于 一 个 参数 ， 
这 秋 曲 面 实质 上 是 单 参数 曲面 族 的 包 络 面 。 直 纹 面 f(x,v) 二 
alu) 十 oil) 为 可 展 曲面 的 充 要 条 件 是 
[a d l] = 0 (7.125) 
BUE alu), Ku), VC) KE. S Ixl—0, bus T= 
时， 该 曲面 称 为 柱 面 。 直 纹 面 还 可 以 表示 为 r(w)-—(-— 
vaku) 十 vaxtw)， 此 时 相应 于 (7.125) 的 充 要 条 件 是 


> H0- 


[a au) — alu) aku) = 0 (7.126) 

即 ailu), ai) — alu), aku) HERH EAM. ERER, 
存在 纯 量 函数 olu) p) rC) 使 

aluzja Ku) + plua Lu) — ai) + YG0aiG) = 0 0.127) 


成 立 。 du au) — » P: B; (4), au) -— 2 q; Bi Cw) 分 别 
为 # 次 Btzier 曲线 , 则 
ax) 一 5 »» (pi T p2Bi,. a») 


= Xii Pi) ^ — (pa — pi)] BG), 
a(u)- n 3 (Gizi — 9) Bi, (uw) 
一 > |-- (qi— Q2) - ^— i (914 — «)| B, n), 


aku) — (4) = E (4 — pOB. GO. 


Mb alu) =a", 8u) = B", Y(u) = vY* 时 ,代入 到 (7.127) 可 得 
a*a(u) + 8*Caí(») — aG0) + 1*ai(w) 


T > le ECP: — Pin) + n i (pia — P2) 
* 8*(q; — p) * v* |i (qi — Jim) 
十 ?一 二 《9i+ 一 «| B; (#4) — 0 (7.128) 
从 而 条 件 
a* [+ (p; — Pia) + ni (pin — pi)| tp*(q; — pi) 
Tov* 5 (qi— qi) t ^— i (44 — «| 一 0 (7.129) 


JE 


是 曲面 r(w,v) 一 《1 一 v)a(w) t vaku) 为 可 展 曲面 的 一 个 充 
DRF, ZE p_i 一 9.1 一 Prr ™ 4.470. 

当 1w) — a Cu) 时 , 曲面 ru, v) = alu) 十 vilu) 为 一 切 
线 面 。 此 时 ， 曲 线 alu) 称 为 这 个 切线 面 的 誉 线 。 切 线 面 是 可 展 
曲面 。 当 a(w) 三 a 退化 为 一 点 时 ，r《w,v) 一 alu) t sl) 为 
一 锥 面 , 它 也 是 可 展 曲 面 ， 事 实 上 , 直 纹 面 为 可 展 曲 面 的 一 个 充 要 
条 件 是 : 它 为 福 面 , 或 者 是 锥 面 ,或 者 是 切线 面 . 
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在 曲面 设计 的 许多 实际 问题 中 ， 原 始 数 据 是 按 较 规则 的 四 边 
形 网 格 分 布 的 。 在 这 种 情况 下 ， 张 量 积 型 样 条 曲面 起 着 重要 的 作 
用 。 例 如 前 面 曾经 介绍 过 的 双 3 次 曲面 ， 张 量 积 型 Bézier 曲面 、 
张 量 积 型 吾 样 条 此 面 都 是 在 实际 中 经 常 使 用 的 曲面 拟 合 工具 ， 这 
里 仅 讨 论 如 何 利用 张 量 积 型 8 样 条 曲面 来 对 给 定 的 型 值 进行 插值 

已 知 型 值 点 阵 pa, i07 0,2,-*,m, j= 1,2,0,8 以 及 乘 
PREBERE {MONN o) = NiaG)N; C), 其 节点 向 景 为 
人 一 22 二 人， 对 应 于 每 个 
型 值 点 ,我 们 赋予 相应 的 参数 {usn}, im 1， 2 mi jel, 
2 3 其 中 Wi T Siy Am Sm ai. D Fy Ba T baadt 于 是 


DE pup 

s(u,v) = 3 * c M GONG»). (7.130) 
Mom Xn-«mXmn 时 ,控制 c; HT ERR 

e(c,u,v) 一 P» 2 (pj 一 sGa, vj)» (2.131) 


XT ef 取 极 小 ,也 就 是 求解 方程 组 


eleme) 一 0， į m 1,2,:-*,.mj j= 1,2,---,f (7.132) 
Cii 


而 唯一 地 求 出 ， 务 数 (7.131) 的 极 小 值 就 是 曲 曾 (7.130) 对 型 值 点 
ipi) 的 平方 逼近 误差 。 | 
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参数 (uv) 的 选取 将 直接 影响 曲面 (7.130) 的 逼近 误差 , 在 
原 参 数值 《w;,v;) 的 基础 上 、 可 再 选取 新 的 参数 值 (wx,v*)， 使 
相应 的 ce(e*,wu*,o*) 小 于 elea w) WHARF, Ez 
的 过 程 称 为 曲面 拟 合 的 参数 优化 过 程 。 关 于 参数 优化 过 程 ， 大 致 
有 下 面 几 种 ， 
a) 新 参数 《sn* ,vs 由 求解 方程 组 
p^ — suf ,v1)] * Sauto?) — 0, 
[pi — sCut v2] * s.Cu* v?) — 0, 
来 求 得 。 . 
b) A Au; = uf — u, Av = v? — vj, Wl 
Selui) , b — 2 
XCTI # 


Au; 一 [sCu; , 0;) 一 pi。 


Ar; Da LsCu; vj) 一 Pil . svi) .4—4€ —€ 
LACHT Y 


其 中 # [a,b], vE [c,d], B 是 当 vj 为 常数 时 ， 相应 曲线 的 近 
似 弧 长 ,7 是 当 u 为 常数 时 相应 曲线 的 近似 弧 长 


c Use 


Au, m (pi 一 Soo)) t seis ni) 0. 


(pi 一 Siisti) Susi vj) 一 Ls, Cua)? 


(pi — s(ui,vj)) * s,Cui. vj) 


(pi; — s(s;,vi)) * s, Cus vj) =r [s,Cu; vi) 


EX S 


Aj 一 


d) 
Aw, 一 [ i — s, vi)l* su isti) 
' [sur v; Y 
- [Pi — SGnivi)l* seus vi) 
xxi [5,6 v;) 17 i 
H mm, 4 一 # 并 且 ui (i = 1,2,..*,m), vj (5 — 1, 
2,::*,2) 分 别 满足 条 件 HQ 77 Sis Ha T Sar nS H L fit 
į = 2 m —1 E PUDE, Va tatis sS Ui < tito j=2; 


»— 1 时 ,我 们 可 以 得 到 插值 曲面 
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Cu) au M NOS 


t=1 f=1 
其 控制 点 crGi - 1,2,*-**,m, j= 1,2,:**,0) 由 方程 组 
5 5 ci M Cu, )N;Cv,) - P; (7.133) 
imj jaj 


s= [2,1m]; t7 1,2,*7*,8 
所 唯一 确定 。 

M 六 一 六 十 大 一 2， 允 一 # 十 1 一 2 时, 可取 sw 7555 
sj agas T= l, 12，……*,#。 要 想 唯 一 确定 
《7.130) 的 全 部 系数 , MA R 一 2)n 十 (一 2)m--(&—2)(0— 
2) 个 条 件 需 用 其 它 方法 来 给 定 。 这 种 情况 是 经 常 遇 到 的 。 例如 ， 
当 大 一 ?一 4 时 ， 也 就 是 用 双 3 次 呈 样 条 对 给 定点 pa 进行 插值 
时 。 这 另外 的 2m 十 2* 十 4 个 条 件 要 在 曲面 的 边界 上 ， 它 们 分 
别 为 Piis Pei 处 «方向 的 切 笑 ，j 一 1, 2 03 Piispis 处 ” 方 
向 的 切 矢 ，: 一 12， m, DA Pus Pis pe Pas 处 的 2 阶 扭 
矢 等 。 这 里 的 反 求 控制 点 的 方法 是 比较 实用 的 . 


$3. 散乱 数据 的 曲面 氢 合 


对 区 域 D 上 给 定 的 散乱 分 布 的 型 值 点 《x;,y;) 及 其 相应 的 函 
数值 f;，i 一 1, 2,……,NW， 求 定义 于 区 域 刀 上 的 某 函 数 空间 五 中 
WRR iy), EE 

xay = fi, E 1,2, N, (7.134) 
或 者 按 最 小 二 忱 意义 ,使 得 
> aH) 一 hy min 2j ACERA — EY, (7.135) 
Erba m0,i—1,2,:--:,N. MERENS ER 25 firi f BER 
最 小 二 乘 曲面 逼近 。 若 还 已 知 给 定点 处 的 偏 茹 商 D'f, 或 方向 时 
数 Dif, À— (1,220, 1,20, i 1,2, 大 之 0， n Cn, n) 
时 , 则 在 (7.134) 上 还 要 附加 相应 的 条 件 


TT 


D'f(x;,y;) 7 D'fi, (7.134) 


或 
Dif Ciy) ms Dif. (2.134)" 
《7.135) 也 要 相应 修改 为 
之 jefe o) — fi» b BCD ECE y) — D'Y 
-1 " 
+ D EOD) — DAY | = min, (7135Y 
dn 
ka. 0th t- 9. DA "TN 
其 中 D Orudyts ' Da (». Bx ud, 。 用 来 逼近 的 


阴 数 空间 妃 常 被 取 为 多 项 式 空间 或 二 元 样 条 函数 空间 。 鉴 于 函数 
空间 瑟 的 选取 是 曲面 拟 合 的 先决 条 件 。 在 利用 多 项 式 或 有 理 样 条 
进行 曲面 拟 合 时 ,应 尽 可 能 选择 次 数 较 低 的 样 条 空间 。 例 如 ,采用 
四 边 形 剖 分 下 的 双 3 次 曲面 , 三 角 前 分 下 的 Powell-Sabin 格式 ， 
HCT KR, AH C 混合 格式 《5.32) 以 及 3 次 CHR, MEE 
7.21) 等 等 ， 以 上 所 提 和 到 的 几 种 格式 ， 都 需要 网 点 处 的 微 商 信息 。 
然而 大 多 数 实际 问题 事先 并 未 给 出 这 些 信 息 ， 因 此 需要 通过 可 行 
的 数值 方法 来 近似 确定 这 些 尚 缺少 的 信息 ， 以 便 最 终 求 出 所 需 的 
油 面 。 

曲面 的 光 师 性 以 及 保 形 性 也 是 曲面 拟 合 中 的 重要 课题 。 在 苏 
步 青 与 刘 黑 元 著 《 计 算 几 何 》 一 书 中 对 此 有 精彩 的 阐述 。 此 处 不 在 
复述 。 

3.1 三 角 剖 分 

定义 7.40 设 D 是 R' 内 的 一 个 多 边 形 区 域 , 六 上 的 点 集 了 一 
{olay £o 1 N) 包含 ôD 的 所 有 顶点 ， 若 人 A 是 一 个 以 
区 中 所 有 预 点 为 顶点 的 2 维 复 形 , 且 |A| -- D， 虽 称 入 为 了 的 一 
个 三 角 剖 分 。 相 应 的 零 维 单 形 集 合 也 就 是 网 点 集合 

V — {uC Yy), i7 1,2,° N} 
1 维 单 形 的 集合 
E = (ei(u;,0))! (Viv) E Aj 


"4. 


为 网 线 集合 ; 2 维 单 形 的 集合 

T- (4o; vj, vil (Vis OiU) € A) 
为 三 角形 集合 。 如 果 eye E 是 工 中 两 个 三 角形 的 公共 边 ， 则 称 
ei 为 和 的 内 网 线 ,否则 称 为 A 的 边界 网 线 ， 

对 应 于 平面 域 也 上 的 一 组 散乱 点 ， 可 形成 的 三 角 剂 分 不 是 唯 
一 的 。 用 以 羯 定 三 角 剖 分 优 劣 的 标准 也 不 尽 宜 同 ， 以 下 介绍 几 种 
常用 的 形成 三 角 训 分 的 方法 ， 

1. 凸 区 域 Delaunay £4 

Delaunay 三 角 剖 分 是 Voronoi AARAA SAND AW 
Delaunay 部 分 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 三 角形 3586 和合， 均 不 存在 
网 点 VE 了 ， 使 得 落 在 dm 的 外 接 圆 内 。 至 今 已 有 多 种 Delau- 
nay 剖 分 算法 ( 参 而 [172],[173];[11741 等 )。 这 里 仅 介绍 一 种 形 
RENGE DAY Delaunay 剖 分 方法 ， 它 是 按 递 归 方式 实现 的 。 

设 Aa 为 顶点 集 Vs ivi r=], 2, n 1} 对 应 
的 Delaunay SAHS, 相应 的 网 线 集合 为 E,_1， 三 角形 集合 为 
Ta, D, 为 由 v, vo, 形成 的 最 小 山 包 ， 往 下 来 构造 点 集 
V, 一 {v0。} UF, 的 Delaunay ZAAD As WAN, 任何 三 角 
剖 分 均 可 由 其 网 线 集合 所 唯一 确定 。 因 此 仅 须 考虑 网 线 在 递归 算 
法 中 的 生成 情况 : 

1? 当 ps6 D, :时 ,可 以 得 到 v, 在 D。_, 中 的 关联 区 域 本 ,1 一 


Li 
U à. Xm nE T, 3EB o, 落 在 0, 的 外 接 圆 的 内 部 ，; 一 


1,2,-**, , Haa ADA CAs 相应 的 顶点 Vi, = {vns TMa 
v} D,a 一 NH, WAHE Daa —H., 的 三 角 3 4p 29 ATaC 
Anie ARR (0, 01), ^S (v,, 0.) ERIS ATL 的 内 网 线 。 如 果 
v 落 在 Asi 的 某 边 界 网 线 e, 上 , 则 去 掉 **， 如 此 便 形 成 了 关于 
顶点 Vi (o4,75.0,,9,) 的 Delaunay Xii AF. 这样 , A= 
Az UAx 便 为 D, = D,_， 的 关于 顶点 ,一 7。iU{fo} 的 
Delaunay 三 角 刘 分。 如 图 7.25, 


* 446 * 


图 7.25 


2? M v, & D, 时 ， 可 以 得 到 v,, o, us. V 的 最 小 四 多 
D. 此 时 , v, 在 D, 中 的 关联 区 域 为 HI, — Hpi UCD,— D, ), 
其 中 on, 的 定义 同 前 ;有 时 N, EZE., DQAXTIAXV.— 
iv, *:,9,,v,) 的 Delaunay 三 角 剖 分 的 网 线 集合 为 

E, — (E,., — (e, € E, ij2 Cft.) 
U((v,.o|iu€H,, 1 和 <nr 一 1， 
如 图 7.26, 


RI 7.26 
2. 任意 单 连通 多 边 形 区 域 的 三 角 剖 分 ba 
设 也 为 一 单 连通 区 域 ,其 上 的 散乱 点 为 v, e Q0, i 一 1， 
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2….N， 其 中 py = 1,2, --, M, MSN 为 按 道 时 针 方 向 
顺序 排列 的 全 部 边界 网 点 ， 区 域 D 的 边界 OD 由 线段 mp 
V9, t, Uu Uy, Uut: 构成 ,于 是 存在 DRM, WUE vE 
{dozo Uio, M <i N} 使 得 

1°04, 0i 0n 不 共 线 , 且 三 角形 (04,04, oa+CDD; 

2? 不 存在 除 Vy, Vi， Okt 以 外 的 点 €, 1SIiSN, ds 
v, € (Dgs Vgs Va), 

三 角形 (Ox, awk， Vi+t) 即 为 最 终 所 形成 三 角 剖 分 中 的 一 个 三 
角形 ， 其 三 边 为 三 角 剖 分 的 网 线 。 以 上 为 剖 分 算法 的 第 一 步 。 往 
下 用 同 祥 的 方法 对 区 域 D = DD 一 《vx,Vi, Di+1) 进行 三 角 剖 分 ， 

其 顶点 集合 为 dal me D', 1S 
i 夺 N}， 如 此 继续 下 去 ， HINH 
下 三 个 顶点 时 为 止 。 连 接 以 此 三 点 
为 顶点 的 三 角形 即 最 后 完成 了 剖 分 
过 程 。 如 此 得 到 的 剖 分 一 般 不 是 最 


优 的 ， 如 图 7.27。 
3. 三 角 剖 分 的 优化 
7.27 首先 讨论 凸 四 边 形 的 三 角 剖 


分 。 设 wv pi 5;, 0， 为 四 边 形 的 四 个 顶点 ， 其 中 年 何 3 点 不 在 同 
一 直线 上 ， 那 么 该 四 边 形 存在 两 种 三 角 剖 分 A 和 和 A', 其 相应 的 三 
角形 集合 分 别 为 T = {C0 00), (nv, 90) SI T'—(0,v 
v, (5, v,, 0)}。 在 这 两 种 剖 分 中 ,应 如 何 选 出 最 恰当 的 剖 分 呢 ? 
为 此 引入 衡量 以 上 凸 四 边 形 的 三 角 剖 分 优 劣 的 正则 性 参量 SCA), 
使 (A) 尽 可 能 大 的 前 分 A, 即 为 在 某 种 意义 下 的 最 优 齐 分 ， 常 用 
来 定义 (A) 的 方式 有 
i) s(A) = min 6 [JEN 


ER 
ii) (A) = min 7r LEF : 
ii) (A) min "^, 
ser Ry 
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其 中 4,L,70 与 R; 分 别 为 三 角形 8 的 面积 , 周 长 ， 内 接 圆 半径 
与 外 接 圆 半径 

对 于 任意 三 角 剖 分 A， 庆 分 的 
优化 过 程 是 : 对 所 有 内 网 线 ， 若 以 
其 为 公共 边 的 两 个 三 角形 所 构成 的 
四 边 形 区 域 为 凸 区 域 时 ， 则 利用 准 
则 1,11 或 ii 来 选取 出 此 凸 四 边 形 所 
产生 的 两 种 三 角 剖 分 中 的 最 优 者 . 
如 果 所 有 这 样 的 凸 四 边 形 的 剖 分 均 
是 如 此 优化 了 ， 则 称 剂 分 入 为 局 部 
最 优 的 《或 称 最 优 的 ). 如 图 7.28. M 

从 Delaunay 部 分 的 充 要 条 件 
可 知 ,对 于 一 个 占 四 边 形 来 讲 , 相 应 于 准则 i 的 最 优 三 角 训 分 与 相 
应 的 Delaunay 剖 分 是 等 同 的 。 所 以 章 分 入 按 准则 i 是 易 部 最 优 
的 , 当 生 仅 当 信 是 Delaunay 剖 分 ， 

3.2 ” 风 种 常用 的 估算 篇 徽 商 及 方向 导数 的 方法 

DT BEIIIEDISBES Gy). 11,2," N 为 顶点 
的 三 角 剖 分 A 上 讨论 问题 。 

1? 上 | 组 合 方法 

用 与 某 一 网 点 相 邻 的 三 角形 或 剖 分 A 中 所 有 三 角形 上 的 线性 
插值 平面 法 矢 ( 或 偏 徽 商 ) 作 凸 组 合 的 方法 来 近似 计算 该 点 处 的 法 
RCR WAR), Plin, R l 

* wo G1, À) 


AID ET; 


> "Gi 
GET; (7.136) 
> Vasppf GG 54) 


GP ET; 


by Vos i 


GO ET, 
其 中 hG 5,5, fG RA) 分 别 为 空间 三 角形 CVi,fi), (vj, fi, 


49. 


fO) — 


fco) m 


(ok 到) 所 确定 的 线性 函数 的 伪 导 数 ， 而 T, 和 LAC V LE ESI 
的 取 法 : 
(a) Akima FWS 
T, = {Gj k) = k, vj, v, 是 v; 的 相 邻 点 }， 
Sy) T cos Crisp) * Aa (7.137) 
其 中 dono 为 空间 三 角形 (Orhi), nhi), Co 10). 的 面积 ， 
而 rao 为 上 述 三 角形 所 在 平面 法 矢 与 xz WOKA. 
(b) Little He” 
T, — {G} k) lj = k, vi, vj vy. 不 共 线 }， 


i 
a 7.138 
TP vj — e; l/|v, — v; ( i 


2? 节点 函数 法 
对 应 每 一 节点 (x;,y;)，、 构 造 一 个 节点 水 数 
Qi(x,7) 一 二 十 和 (oz 一 zi) 十 有 CosD)Cy 一 yY) 
十 Lis = uy o fs (00 — xy 


+ fay; — xXy — 2. (7.139) 
显然 有 Qoy) m 片 。 通 过 最 小 二 乘法 ,对 点 《rs*%) 附近 的 点 
或 整个 区 域 了 上 的 散乱 点 进行 拆 合 ， 从 而 求 得 (xy) 处 的 近似 
1 阶 , 2 阶 篇 导 f. QD. fa, 天 交配 )， fyri) i= 
L,2,:, N. RH EUST SEN H PRAE B9 


eG) = > olQE y) — fiv, (7.140) 
H 
1 
AP M (1; — xi + Qi— »»* 
39 最 小 能 最 法 
HERIR, G. M. Nielson?"? 证 明了 存在 唯一 的 定 
义 在 剖 分 网 线 上 的 C! 分 片 3 KAR f ER 
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à 
| [2| ds (7.141) 
ER i $ 


取 极 小 ,并 且 假 设 froy) 一 f, i0 1,2,"……, 太 ， 利 用 这 种 方法 
AARRE SA. Ain RIBERA (xy) RIK 
BED f, 阶 导 数 为 如,， 思 由 此 便 求 得 定义 在 剖 分 的 每 条 边 
eu EI 3 次 曲线 , 以 构成 C' 的 曲线 网 。 通 过 解 以 上 极 小 化 问题 ， 
可 得 到 下 面 的 方程 组 


(ux) [c — xf. QJ) + O; — yio) 


"TIT le; Ue v;|? 
十 + Ca; — xf. Co) + i Cy; — »of,Co 
十 i (f — D] — 0, 
Qi» [t — sotto) 6 voto. THD 
«ij €E; [Yi 77 Ui 


十 > (2; — xf Co) + I Qi — y)f, Co) 


-2i4 f| - 0, 
į = 1,2,*-*,N., 


其 中 E; 一 {ew(v;,0); eE ES, E= 15,2, Ne fet 的 近 
似 值 便 可 由 这 2N 个 线性 方程 组 求 得 。 类 似 地 还 可 用 这 方法 估计 
高 阶 偏 导数 。 其 它 方法 参见 [175] 等 . 

4? JERRY 

在 曲面 拟 合 的 实 幅 中， 我们 也 给 出 了 一 种 全 局 性 估计 微 商 信 
息 的 方法 ,这 种 方法 效果 比较 好 ， 形 式 上 , 它 类 似 于 3 次 累加 弦 长 
样 条 曲线 的 连续 方程 。 

对 于 空间 三 角 剖 分 A. WEM; 表示 与 顶点 v; WPA R AS 
T, 表示 以 v; 为 顶点 的 空间 三 角形 的 祭 合 , k M; 的 点 数 ; n; 代 
表 o», 处 曲面 的 法 矢 ， 帮 ;为 三 角形 € T, 的 法 矢 ， 则 我 们 有 下 面 
的 方程 组 
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5€Tj 


vit Mi 


kn, + 23 o;jft; = Cki + 1) >F gaNi, 


SN, 


i-ane 


其 中 


Wl 
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k 
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^ A em 

dS mu 
CR: 

S ES 

2: 

i pa 

党 H 
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les £ 

LIE F 

WNE $ 
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- IJ 

$ 发 
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7.29 是 利用 


N, 


, 


3 


i=1,2, + 


? 


求 得 R; 


优 的 , 我 们 可 虫 此 唯一 


这 种 方法 构造 的 插值 曲面 ， 


"EMI apr m a i 


a 
LI M ui V Ar d 


7.29 


对 于 大 量 的 散乱 数据 通过 插值 方法 来 进行 曲面 拟 合 的 工作 
量 是 很 大 的 。 此 时 常用 的 也 是 较为 有 效 的 方法 是 最 小 二 蒋 法 。 适 


33 最 小 二 和 药 逼近 
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当地 选取 剖 分 、 再 利用 最 小 二 药 法 可 以 满足 给 定 的 误差 要 求 。 下 
面 介绍 岂 各 常用 的 祥 条 曲面 氢 合 方法 。 

1. 用 双 3 次 8 样 条 曲面 片 拟 合 散乱 数据 

将 区 域 D 一 [a,8]@[c,d4] 剖 分 成 规则 的 矩形 网 格 , MRE 
散乱 点 《#4, Yk》 的 分 布 ， 用 直线 * — u, y 一 v; HKR D RIY 
成 若干 个 小 矩形 Da = [uim] X lrivi], i 一 112, m 
i 一 1,2,…-， wn。 如 图 7.30。 如 果 分 别 取 wv; 28 x, ?方向 的 如 
样 条 函数 的 参数 节点 ,相应 的 双 3 阶 BEREA 


F(x,y) 一 5 > fij Na Nia), (7.143) 


iag 了 一 


其 中 控制 预 点 ca 可 用 最 小 wr" 即 可 从 矛盾 方程 组 
»3 »3 CiN sx ON iQ) 7 fa, (7.144) 


i20 j79 
k-1,2,:--, N 
————. 
一 般 地 ,为 了 方便 起 见 常 取 参 数 节点 为 等 距 的 , 即 
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a; = a + ih, 01 全 
vj = b+ jh, P5 0,10,*-5,m, (1.145) 
patne h, = ge. 

m n 

1826 T Et big B FER ACR E UE, RERA fa DR ELO EE BEC 
决定 参数 节点 的 朴 密 , 即 采 用 非 均匀 中 样 条 曲面 来 远近 散乱 数 担 . 

2. 特定 部 分 下 的 样 条 曲面 拟 合 

这 里 我 们 仅 以 Powell-Sabin 格式 为 例 有 来 讨论 最 小 二 乘 曲面 
瓜 合 问题 。 设 区 域 了 的 三 角 剖 分 为 A, 与 其 对 应 的 Powell-Sabin 
细 分 为 A*。 对 D 上 的 散乱 点 (s. y0 及 其 对 应 的 函数 值 f， 
i-—1,2, SN. 我们 的 目的 是 寻求 一 函数 fx*,y)& SA*), 使 
得 


N 
e= Sia(fzsy) — E, (7.146) 


HuBoh. 我 们 知道 ，dimSi(CA*) — 3m, Hp m 25804 A 的 顶点 
个 数 。[148] 中 给 出 了 往 应 插值 条 御 Kw;), f0), f0) 的 8 
ERE D. pi Cy), iG. 1m 15,2, m. BS 
任 一 函数 f(x,y) € SA*)， 均 可 唯一 地 表示 成 


Ka, — 91 Y) eui Cey) 
fai /f=0 


= 2 (fCo;) 9$ G, y) f Cv) i Gn Y 


+ fGOD) Gy), (7.147) 
(2,3)€ D. 
因此 为 求 使 得 (7.146) 取 极 小 的 f(x,9)€ RCA 的 系数 cu i 
1,2,**:.m. i177 0,1,2, 可 转化 为 求 下 面 的 方程 组 
PM Scag (x30 = fis | 一 6:2, 55. (7.148) 


$ed j-0 


的 带 权 最 小 二 乖 解 ,这 里 候 定 以 上 方程 为 矛盾 方程 ,否则 在 SAT) 
中 存在 插值 函数 。 
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HIC. 148) E s ERE fíx,») * Qv, fj), i-1,2,, 
N 的 臣 近 误差 ， 可 以 由 C.146) 式 求 得 。 在 前 分 入 的 每 个 三 角形 
8€T ElpiyriS o9 


e 7 2) aftu) — fif, SET. (7.149) 


若 在 某 个 三 角形 € Tb, f.) 的 逼近 误差 不 满足 要 求 时 , 可 
以 将 5 进行 适当 的 细 分 ， 以 形成 新 的 剖 分 Al。 再 对 A 进行 
Powell-Sabin 细 分 而 形成 剖 分 Ar, HAXH A 同样 的 方法 求 出 
fy,y)ecSCAz)。 如 此 进行 下 去 ， 直 到 求 出 满足 给 定 误 差事 求 的 
拟 合 曲面 为 止 。 在 [149] 中 较 详 细 地 讨论 了 用 Powell-Sabin 格式 
进行 曲面 拟 合 的 算法 ， 

借助 于 其 它 样 条 空间 进行 曲面 氢 合 的 方法 是 类 似 的 ， 些 处 不 

3. 任意 剖 分 的 曲面 拟 合 

对 于 区 域 D 上 的 任意 剖 分 A( 可 以 不 是 三 角 剂 分 ), 已 知 D 上 
的 散乱 点 (x;,y;) 及 相应 的 郑 数 值 fis í£—71,2,---,N. 根据 需 
A EAER ka, 使 得 Si+( 人 入》 是 非 谋 化 的 。 

由 第 一 章 相应 结 玉 可知， 任意 1*,y)€ St(A)， 均 可 表现 为 


M 
fG,3) = P(x,y) + $3 Qu UCG E, (7.150) 


(x,y)€ D. 

其 中 8.《x,y) 为 A 的 内 网 线 (x, 32 — 0. 上 的 光滑 余 因 于 ， 而 
P(x,y) €P, 为 f(x,5) 在 源 徇 腔 上 的 表达 式 。 由 第 一 章 的 理论 
可 知 、 所 有 内 网 线 上 的 光滑 余 因 子 必 须 满足 整体 协调 方程 。 即 所 
有 光滑 余 因 子 的 系数 ci 1,2, m. 应 请 足 整体 协调 条 件 
所 对 应 的 方程 组 

AC ~ 0, (3.151) 
其 中 A-—(nD... Cose. d RA) ERER 
设 知 方程 (7.151) 有 非 零 解 . 如 果 rank (A) mm rom. rn, N 
通过 对 C 的 元 素 的 适当 排序 ,可 以 将 方程 (7.151) 等 价 地 化 为 

+ 4 有 e 


[? A; 
0 0 
其 中 A, 为 对 角 线 上 元 素 为 非 零 的 > 阶 上 三 角 阵 。 由 此 可 得 


Vis Crt 
f2 |= A'A, | : (7.153) 


Cu 


) € — 0, (7152) 


2 
假设 Plas y) 的 系数 依次 为 enescticeaasoasns M Frey) 
中 的 独立 参数 仅 为 [和 利用 加 
权 最 小 二 乘法 , 即 可 求 出 一 切 c; R. | 

DL EA EWIEUEP EX FEAR ABR EGRE EX, 

在 从 (7.151) 到 《7.152) 的 转换 过 程 中 ,如 果 采 用 数值 方法 《如 
消去 法 ) 进 行 计算 时 ,由 于 合 人 误差 的 影响 ,C7.152) 一 般 是 不 能 精 
确 地 达到 的 ， 但 我 们 可 以 将 充分 小 的 数 当 作 零 来 对 待 。 如 果 我 们 
把 说 分 和 的 每 个 内 网 线 方程 (xy) 一 0 中 的 系数 用 符号 来 在 
fü, 那么 方程 组 (7.151) 将 是 一 个 整体 符号 系数 的 方程 组 ， 通 过 吴 
方法 "或 符号 计算 的 其 它 方法 , 便 可 精确 地 将 (7.151) 化 为 (7.152) 
的 形式 。 


$4. 高 维 HCT 和 PS 格式 


二 维 HCT (Hsieh-Clough-Tocher) 和 PS (Powell-Sabin) 
格式 前 面 已 作 介绍 ， 在 实际 问题 中 还 会 过 到 高 维 有 限 元 空间 的 构 
造 问题 。 本 节 将 介绍 高 维 空 间 中 的 HCT (《[81]、[88]) 和 PS 
([81],189]》 格式 。Worsey-Farin 也 用 不 同 的 方法 得 到 了 其 中 
的 一 些 结果 ,但 他 们 没有 给 出 剧 式 表达 式 ， 

VAR R 中 的 一 个 单纯 形 阐 分 。 按 如 下 方式 构造 的 加 细 剂 
AREAK HCT 加 细部 分 ,并 记 为 A: 

D iet 入 是 一 个 i RAE idn, WiropgR—mam 
点 ze; 
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2) € v, 是 ;单纯 形 v 的 加 细 网 点 ，i 之 2， 则 连接 9, 与 。 
的 顶点 及 iti ERU REA s 

3) 若是 两 个 ”单纯 形 mw 和 mo B9 8 — 1 维 公共 面 ， 则 要 求 
DoVe, 和 vs 三 点 共 线 。 

X EE EOS AE SUE SUA. A ,满足 条 件 1) 一 3) 的 加 细 剖 分 是 存在 
的 。 例如, 我 们 可 取 #*- 单 纯 形 的 加 细 网 点 为 其 内 切 球 球 心 。 如 果 
HW 2-358 c, $10; VÀ (n — 10-6 SEE 5 为 公共 酒 ， 不 难 证 
RAE o, 和 o; 内 切 球 球 心 的 直线 交 6 所 在 的 = 一 1 维 超 平面 于 
6 的 内 部 ， 从 而 可 取 为 5 的 加 细 网 点 ， 其 余 的 加 细 网 点 可 任意 选 
取 , 只 要 是 相应 单纯 形 的 内 点 即 可 。 

为 书写 方便 , VH. D^ 表示 |4| 阶 混合 偏 导数 外 ， 我 们 还 需 引 
用 记号 Dh Ae 是 一 个 网 线 ，n,1， 1 万 i 志 # 一 1 是 与 垂直 


且 互 相 垂 直 的 ”一 【个 单位 向 量 ， 我们 定义 D} 一 【| Dx. 


定理 7.41 下 面 的 值 唯一 确定 了 一 个 f& SKA); 

1) D'e), JA] <1, pe YCA); 

2) Dií(w,), IA] = 1, e€V(A,0D, 
进一步 ,我 们 有 

dim $1(A) — (s + 1)N, + (8 — DN, 

其 中 w, 是 。 的 中 点 , NON, 分 别 是 A 中 的 网 点 数 和 网 线 数 。 

为 证 定理 7.41, 先 给 出 以 下 引 理 ， 

引 理 7.42 设 5 是 w- 单 纯 形 co 的 HCT Ing Bl Ay, ,是 o 
的 加 细 网 点 , 6 是 a 的 * 一 1 维 面 , 记 Sod) 是 了 限制 在 [5， 
vs] 上 所 得 。 则 


dim SJCSt(v,,6)) 一 T (5 H- 1X + 2), 


即 空间 $((5t(0,,8)) 中 只 包含 多 项 式 。 
证 明 x /€5X5(0,,2)) 使 得 


nte) = 0, v,w€V(o), (7.154) 
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rh v dw 可取 为 同一 点 ,而 po 一 v8]. 
设 ce 是 的 一 边 ， 由 (7.154) 得 fl,— 0, EX f& ctlp), H 
(7.154) 可 证 
DiJ) = 0, |A| &1, vevV(p), 
又 设 是 8 的 i HE, i> 2,o, 是 8 的 加 细 网 点 。 由 定理 4.7, 得 
2f(v4) 十 D, ,,f(v,) — 2f(v) 十 Dye ,f(v,) — 0, (7.155) 
再 设 Cero EV) 是 关于 8 的 重心 坐标 ,显然 有 


2j r»D, suf (05) 一 0, (7.156) 


p «Vol 
信 (7.155) 和 (7.156), 得 
Ioe) 一 Dy voila) = 0, v€ VC8). 
从 而 不 难 证 明 f= 0, Bl 


dim SKSt(p,,6)) < 过 (n+ Ln t2). 


另 一 方面 显然 有 
dim SKSt(9,,8)) > i (a+ Dn 9-2), 口 


引 理 7.43 n-i om [pw Dv,,… ,V0.] 上 的 三 次 多 项 式 
f 有 如 下 的 表达 式 


Kw) = 31 (31 «Du KG) + 3 — 2:0K2 )? 


iag 3 


t $3) duatnitite 
o«ici«tk«s 


HM Pejiekii 时 ,有 
D, - uil E i s) B dun ED A (D, - e (07) + De, -« Kop» 
= 1 (D,, sif C) + 3f), 


D... (a +2) = 四 fCv;) 十 z D, ejf(v,) 
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= (3 Koi) 十 » D,,.«fCo), 


其 中 《ro Tote n) EXT o IO BUSES. rinm, (i =} 
kx i) KRA Kw) 的 混和 项 , 

TRXE ELEE US IE 5| E 7.43, 

SIR 7.44. 没 ? 是 4- 单纯 形 o 的 HCT Jum. 4 fe 
Sa) ik c 的 顶点 及 边 的 中 点 存在 一 阶 偏 导数 , 则 fe Sia) 的 充 
要 条 件 是 

1) 对 任意 的 i- 维 单纯 形 Sco, 122, BA 

D nDSagfv)-9, 


ptVG) 


3 rp, (459) — 0, weV(), 


其 中 vs 是 5 的 加 细 网 点 ，v; 一 2. Vre; 

2) 若 8 是 ?的 一 个 面 ，St(v。,8) 是 了 限制 在 单纯 形 【po 3] 
EIE Flies € 5S4CStCv,,6)), 

在 证 明 引 理 7.44 前 ,我 们 先 证 明 

引 理 7.45 设 St(w) 是 R* 中 某 # 一 1 维 超 平面 上 的 w E, 
o 是 该 超 平面 外 一 点 。 连 接 v 与 sw) 中 所 有 顶点 得 到 w 星 
S»), Zi jf€ SCS), M D, f € Sq, (o0). 

证 明 设 o,,o,€ Sw) 有 # 一 1 维 公 共 面 5, He 一 0 是 了 
所 在 超 平 面 的 方程 , 则 有 

P — p ™ pH", 
其 中 p, fl; i = 1,2, PE—T &—n5u—l 次 多 项 式 。 注意 
[v,w] 是 8 的 边 , 故 有 Dool 一 0. 由 此 得 
D,.up;— D, uf, 一 D. pH". 

这 等 价 于 D, ui € 5 ,(St(0)). 口 

现在 证 明 引 理 7.44。 必 要 性 是 显然 的 。 为 证 充分 性 对 上 采用 
数学 归纳 法 ， 当 # = 2 时 , 设 ec [v0.0]. e;7[0,,0;], 2;— 
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[UnU Vind, P = fl. sis 2(0, —90), 又 设 0 xnle,., 
n, — a.v; 一 v.) Tt FACHE m v.). 由 引 理 假设 ， 
D, p;(v,) "2 Doja, Pila) + BiD,,, -r P;(0,) 


I e; Du; P; Vo) FI Bi (rs, Du, n PIG.) 


*iui 
+ t, Dy, P P; 0,2) 
e Dy v Pi.) + BiDy,, uv Pi Q9.) 
= Dpp). (7.157) 
同 理 有 
D, p. ( site.) a D. p, (2+2), (7.158) 


X IEAn 处 存在 一 阶 偏 导 数 ,从 而 

站 piCDi) 一 Dyp; (9). (7.159) 
由 (7.157) 一 (7.159), 易 知 

也 si 一 Dnspi, leio 

BU fe3(z)， 假 设 引 理 7.44 当 n& m— 10 时 成 立 , EE” —m 
时 它 也 成 立 。 设 & = (0,v,], 1 一 1,2 是 o 的 两 个 * 一 1 维 面 ， 
e 是 [5,U,] 的 单位 法 向 量 。 任意 给 定 (m 一 1)- 单 纯 形 pf 
St(v,,2), M e 的 项 点 包括 两 个 3 的 顶点 , 设 为 v,,;v,。 而 ?的 其 
它 顶 点 分 别 是 8 的 某 个 ; 维 面 Bnma.2—im—2 
Tüv,, BU o — [v,, vs pb Vl HR e AERE v, 
V, Ep PiCpihy 2 i S m— 3, i5 pi 一 Di 1—0,1, Don 
Vs,， Vo, 一 U,, PRAE Vi, 一 8, 可 被 e, 一 Vp,， 0 «ism, 


£22 线性 表 出 ， 设 为 pa — Vp, 7 D) ov 一 Do e B5] € 
ice 
7.45, 易 知 
D,, oo, € SX St(9,, 01). 


其 中 g= fj lepes), i > 3, 再 由 引 理 7.42， Dog z: 是 [e:,v,;1 
上 的 2 次 多 项 式 , 故 有 m 
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D, e eU 7. 23 D, Lu Kr Qr 70 


gtV(op 
D otw 
* 277, f Teres 
Uo agi CF CoD i 2 


+4 


(7.160) 
其 中 对 网 线 所 求 的 和 与 端点 的 次 序 无 关 , 即 (o, w] 与 [to, v1 只 


能 取 一 个 ,而 x 一 M OTa, id Pp = flt, i=]i,2, B 


了 和 PCP2) 


(7.160), 2 xé P? 时 ,有 
D, -。。 px) = b» GD, V PCR) 


LIO 


1 n 
= 2 «iD, E Bx) + 25 «D, -,, Pix) 
i-3 i "ps 


e 5 «D, i^o PD 


=p 


+ Dal DB p Norir,— 1) 


phVCp 


v+ w 
a l» P D pl 2 ) Teru) 
= D, A BG), 
其 中 (vc V(o)) 是 x 关于 o; 的 面积 坐标 。 这 等 价 于 
(D,p;)l,, ~ CD,p))1,,, 
其 中 e 为 [5,U.] 的 法 向 量 ， 同 理 可 证 


v, to, v, toe 
D4( —5—) — Do 人 ( 一- 2! Sais "m, ix om— l, 
重复 上 面 的 讨论 ,可 得 
(D,p;)le; = (Dep ie 2« ji m—2, 

Pej F Vo pp, DEAE. itl KiS m. ml, 
Dai 一) (= Ty ) 
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由 上 式 推出 


p vos D, + 9,; 
D. (— 4 7)- n. (— T) 0<i i<m—2, 


2 


9,, tO, Oa; 十 0, 
Do (—3—)- bo —) :«i«n-i 
AMARRE 4 BUR. 
Pay Vo Uo; t 9, : 

Due( —3;— ) ~ Pa (3 —). i01. C60 
注意 到 Dp,j[5,2s] 和 D。p,|[6,0o] 是 7 一 1 元 2 次 多 项 式 ， 
《7.160) 和 (7.161) 表 明 

(D.5,) [ts uml t€ (Dep,) lu oui 


这 等 价 于 
f € cC EVU [3,,9,1). 


进而 有 fes). 口 
现在 我 们 证 明定 理 7.41。 先 假定 人 只 有 一 个 4- 单纯 形 o, 并 
对 # 运 用 数学 归纳 法 。 易 见 当 * 一 2 时 ， 定 理 7.41 就 是 熟知 的 
HCT 格式 ， 假 定 s m—1 时 所 证 结论 成 立 , EIA n = mi 
亦 然 。 设 5 是 o 的 一 个 # 一 1 维 面 ,由 定理 4.27、 引 理 7.42, 以 及 
归纳 假设 ,有 
dim $((St(v,,8)) 一 dim SHCSt(vo,6)) + dim 5((5) 


-jo* 12m 十 1) 7 m? — m 2). 


另 一 方面 ,可 以 证 明 , 任 给 f € SKSt(v。,6))，f 可 被 其 下 面 的 值 所 
唯一 确定 : 
(D'fQ), [AIS 1, vE VCS); DH(w.), e€V(5,1), 
lAl 一 1; Dio fio, 12] < 1), (7.162) 
其 中 — [95,9], Wa 是 * 的 中 点 ， 不 难 验 证 (7.162) 中 共有 


N= (mt Dm ^ nim — D mci 


-7 (m+ DOn E 2) + y C — me 2) 
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全 值 。 若 《7.162) 中 的 值 全 为 零 ， 而 = 是 ?所 在 的 * — 1 维 超 平 
面 , 由 归纳 假定 ， 用 .一 0。 设 v。 是 8 的 加 细 岗 点 ,由 引 理 7.45, 竹 
D, e f € SCSt(0,,8)). 

再 由 引 理 7.42, Du, Lf 是 一 个 整体 2 次 多 项 式 ， 若 (7.162) 中 的 

EAF, TRA 
o+ w 


Do -of (* 2 2) 一 0, v,wt€ V(8), 


其 中 心 和 忆 可 取 为 同一 顶点 。 即 D. f£(.— 0. 这 表明 对 任何 
Br- 单纯 形 c € Soi), WA 
fle, = pr’, 
其 中 是 线性 函数 。 再 由 Donat) 0, JASI, REE 
fla 三 60， 从 而 f 三 0. 即 (7.162) 中 的 值 唯一 确定 了 一 个 SX St(vw， 
6)) 中 的 函数 。 为 完成 归纳 法 ,由 引 理 7.44, 我 们 只 需 证 明 
UC»), D, ,f(o,), v € VC) 


可 由 方程 
5 r,D, f C8.) 一 0， 
vék) 
(7.163 
S Den f (mte) =0, w€V(c) i 
gEV) 2 
唯一 确定 即 可 ， 这 点 将 在 求 了 的 表达 式 时 一 并 证 明 。 口 


有 了 上 面 的 讨论 , 一 般 情况 下 的 定理 7.41 就 不 难 证 明了 。 亚 
然 ,限制 在 每 个 *- 单 纯 形 wk 和 上， 定理 7.41 的 条 件 1) 和 2) 都 
唯一 确定 了 一 个 eso. 9fifl.—h.oc€cABGES, 易 
见 ESKA), HiH) 唯一 确定 。 余 下 要 证 明 的 就 是 
fESKS)。 为 此 ， 只 需 证 明 ， 当 两 个 *- 单 纯 形 0,0 € A 有 公共 
n— 1H 8m f€Sio,Ua) RI, PEE, 由 引 理 7.45， 
D, ,i $($1(0,,)), i 一 1,2。 再 由 引 理 7.42, (D, Dl. 
i= 1,2 都 是 整体 2 次 多 项 式 , 从 而 由 定理 7.41 中 的 条 件 1) 和 2) 
所 唯 . -确定 。 和 注意 到 v6,、vo,、vs 三 点 共 线 ,我 们 有 
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l 1 
fo., -ad P + —— (D a, 
lo., — vt C z,n, Dlo pese ( E 0 


BB Fe Sia, Uo,), n! 

下 面 我 们 计算 fes(A) 的 表达 式 。 为 此 ， 我 们 只 需 针 对 和 
中 的 某 个 s- 单 纯 形 讨论 由 可。 假定 o 是 所 有 诗 论 的 *- 单 纯 形 .我 
们 首先 求 出 了 在 地 申 加 细 网 点 处 的 函数 值 和 一 阶 偏 导数 值 。 设 8 
是 6 的 一 个 # 一 1 维 面 或 是 a 自身 , vs 是 3 的 加 细 网 点 。 又 设 
e = [v,w] 是 8 的 一 边 ，65, 一 [0s,0,w]，d。 是 引 理 7.43 中 fis。 
的 混合 项 系数 。 由 引 理 7.43, 得 


ocu S 

de D, 4 (23710) — 04 o) 一 Du Gn) 
+ XD. ufCo) + 30), 

和 

D, E (E)E d e E Dontlo) + De un) 


一 l (D, o f(0) + 3(0,)). —— (7164) 


将 (7.164) 代 入 引 理 7.44 1) 中 的 方程 ,得 


r,D, ,,f(v;) = 0, 
P ov (7.165) 


3f(v,) 十 D, f (97) zx b,,U € VC», 
其 中 


6, = 3{(0) + i D, Ko) 十 >) r-( 2D。_。f (2+2) 


wé Ka) 2 
1 
md 12 D,, ,Í(w) ) 
XE ESRAS S LT EPESISA c, 并 对 veva) RA, 同时 
Ke) - 2 | 3i rf0) + 1 Des-oflo) 


vecVQD 
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+2 5 M ne Dsi? t], (1466) 


e€V(QI) wE 

E O.165) 810.166), PRIE KV), Donn 2s), vE VCS), 特别 
令 3 一 5， 我 们 证 明了 f(e), D. ,f(v.) 由 (7.1637) 唯 一 确定 。 
从 而 完全 证 明了 定理 7.41, 

设 一 [up os ，z2- 单 纯 形 6€ 8， 由 HCT 的 加 细 
过 程 知 ， 存 在 10,1，……,#} 的 一 个 排列 ,i,-… ,io}， 使 得 6 
的 顶点 是 Vesd, 和 ôa? [v5 05,77 vj, ],2 mom 的 加 
细 网 点 Di， RI 4 一 [Biosdi, £5, t Ds, 1 id Up 一 Wp Vi = 
W, Dp Was 2s mn, Jj 5 — [w,,w,,- -,w,]. 显然 我 
们 只 要 求 出 f 在 5 上 的 表达 式 即 可 。 设 ws 一 > rue 


Tee 7l], 2 ms, Dj cmi, HE Wi 一 Wa 一 


PEF Da) 
5 Tj (U — Wa), 有 
e€Visn 
Dou P Wa) = D TDo ui Wa) 0j m— 1l, 


(7.167) 
其 中 pef. àjmh H5 7.45, Dau, f 在 [02.0] 
上 是 一 个 整体 2 次 多 项 式 ， 与 (7.160) 类 伏地 ,有 
Do -ep(z) 一 D, Deu (rr, 1) 


otw 


*4 M Decal 


) T.U. 
1e up] € F sy- 


(7.168) 
同样 ,对 0, 中 的 网 线 所 求 之 和 与 顶点 的 次 序 无 关 ， ed 
Moicm«jkl, 


diui 7 1D uj uu, P (e+) "^ (Du; um pW) 
+ Dj PCS )) 十 2( Du, ue PS) 
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+ 3p(w,)), ; (7.169) 
dino ii, (wr) 是 = 一 边 的 中 点 ,从 而 


4 
D, S (E) 


是 已 知 的 ， 册 引 理 7.43 及 (7.165) 一 (7.169), 即 可 得 到 P — fla E 
的 表达 式 。 
下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 HCT 格式 的 误差 估计 ([811)。 
定理 7.46 设 1 是 由 定理 7.41 中 插值 条 件 1) 和 2) 所 确定 的 
M C ap SCA) 的 投影 算 子 ， 则 当 ie C+ 时 ,有 
lf E fll 2M.,^', 
(DGF — ls s eM, 
其 中 M= mar ,1D'Kx)1，h 是 A 中 网 线 的 最 大 长 度 ， 是 与 


公有 关 的 常数 ，e 是 任意 的 单位 向 量 . 

在 构造 有 限 元 空间 时 ， 人 们 总 是 希望 分 片 多 项 式 的 次 数 越 低 
越 好 ， 这 里 将 给 出 高 准 空 间 中 的 PS (Powell-Sabin ) 格 式 ([81]、 
[89])。 Worsey-Piper [185] 也 用 不 朵 的 方法 得 到 了 这 一 结果 ， 
但 他 们 没有 给 出 显 式 表达 式 。 

设 入 是 R* 中 的 单纯 形 剖 分 。 按 如 下 方式 得 到 的 加 细 剖 分 称 
为 A 的 了 5 剖 分 , 记 做 A, 

D) 分 别 在 每 个 i- 单纯 形 o0& APER, Sian; 

2) 将 i- 单 纯 形 wk A Gm 2) 的 加 细 网 点 v, 与 其 顶点 及 面 
上 的 加 细 网 点 连接 起 来 ; 

3) B -单纯 形 e€ A, isis # 一 1， 则 要 求 5,9, 25€ 
St(o) Có 是 维 数 大 于 i 的 单纯 形 ) 同 在 一 个 # 一 i 维 超 平面 x* 上， 
BES No = {v,}. 

定理 7.47 itA, EARS PS7InfiiA, 则 fe S(^,) dmi 
DC), AIS 1, »€V(A) 所 唯一 确定 。 故 有 

dim SCAN 一 (n + 12N,, (7.170) 
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其 中 加 ,为 和 中 的 项 点数 ， 

证 明 我 们 先 假定 A 中 只 有 一 个 #- 单 纯 形 9, 并 对 # 用 归纳 
法 证 (7.170)、 当 # — 2 时 ,由 2 维 的 PS 格式 的 结果 知 (7.170) 成 
Xx, 假设 当 # 和 为 一 1 肘 (7.170) 成 立 , 往 证 当 # = 区 时 (7.170) 亦 
mu. 

设 8 是 5 的 一 个 + 一 1 E, Slot) to, 在 [o,,6] E 
所 定义 。 按 定理 4.27 及 归纳 法 假设 ,有 

dim 3KSeoe 5)) 一 如 十 1 十 dim $1((8,) — mH it m. 
故 不 难 证 明 fE Si(St(v,,8)) 可 被 值 

(UG. Deofl0s), DoufCo)|ve VCE), IAI S t} (7.171) 
所 唯一 确定 。 为 完成 归纳 法 ,我 们 先 证 . 

引 理 7.48 设 o 是 和 -单纯 形 ，ar ERPS miss. * 
FE 31,0, E flu; € SI(St(0,,9)), Ji] f € Si(o,,) 的 充 要 条 件 是 

i) ») cD, fw) 一 0， 


ecVce 


ii) D,, S f( w) - > r,D, ef(w), wE V(o), 


véio) 

其 中 5 是 0 的 一 个 区 一 1 维 面 . , 

证 明 ta Na Roen — 1E 60, PARMEA fE 
Casa]Ufasoo])， 令 5 一 5na， 则 8 是 "的 mm 一 2 维 面 。 
设 o€S:1(7,,8) 是 一 个 (m — 1)- 单 纯 形 ,op = Ds, V, go 
Vonal? 其 中 vcV(), o,29 0 B5 i 维 面 (0,178). PTP 
I&i«m-—3, RH v€ p, rh iD) RI di) 不 难 证 明 f 在 顶点 ve 
Vle) Rv, 5b (1,0 EB. Cul f 在 ?的 其 它 项 点 处 也 《1,1) 协 
iB. M PS 加 细 剖 分 的 第 三 个 条 件 ,， 可 知 存在 常数 tn HiS 
i 所 mw， 使 得 

v, 一 w; 一 > si Wi — w), li 2, 


其 中 w = 0,4, i 十 lj 和 mm 一 2 w, 79, We ™ V. 利 
Rj3|88 7.45 36 dE 3€ f E ve Vlo) 处 (1, 0- 协调 ， 记 p; 
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m i= 1,2, WA 


„D pow)- » rD, -w fO) — D, = Pt) 


Pe -"w 
"sot v EY e) 


- E 0; D uj uo PW; ), 


LER I 


其 中 (c, v€V(o)) 是 ww 关于 pi 的 重心 坐标 . 从 而 f 在 w; 点 
也 是 人 1, 1)- 协 调 的 。 由 定理 4.7, 推 得 fe C'CLo, o, Utp,900,])， 
所 以 fe Cias JULS, v1). D 
现在 我 们 可 以 来 完成 定理 7.47 的 归纳 法 了 .由 引 理 7.48 中 的 
Df ii), Æ 
2f0,) + D, V f(9,) = 2í(9) 十 D, ,f(9), vE Vio), 
不 难 解 出 


Ko)— D e( fo 1 Y repofo)), 
ptVie^ ap €V(o) 
D, V fCo,) 一 2/(0) 十 » roD. Vf (v) — 2f(9,),v€ V(o), 
so €F (o) 


(7.172) 

LRE (7.171) 说 明 fe Kon) Wü Diet), lÀà| e 1, vE 
V(o) 唯一 确定 ， 
， ”在 一 般 情况 下 ,注意 到 PS 加 细 的 第 三 个 条 件 , 当 两 个 nc PE 
形 m 和 om 有 # 一 工 维 公 共 面 3 一 omno， 时 ,VoyVo, 和 vs 三 点 
ER, AMER 7.48 可 与 定理 7.41 类 似 地 证 明 , 不 再 累 述 ， 

将 《7.172) 中 的 9 换 成 任 一 :单纯 形 eCo, (7.172) 仍然 成 
立 ， 故 此 不 难得 到 fe SSCA) 的 表达 式 。 

我 们 不 加 证 明 地 给 出 

定理 7.49 k ÆC E SAn) 由 定理 7.47 确定 的 投影 算 
子 。 若 fe OS. WA 

bf — Fs s 2M, 

l [D — Dl. s eM, 
其 中 M; max IDH), 为 和 的 最 大 网 线 长 度 , e 是 单位 
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gme 


lasm 


"- um -umf 


FEE, e 是 与 A,: 有 闫 的 常数 ， 

我 们 以 讨论 中 Ar) 中 的 中 样 条 来 结束 本 节 的 内 容 。 

E758 设 ” 是 和 的 某 顶 点 fE SAL) 由 fi) 1, 
Ero) =e, 1Li<an X Dw) = 0, lÀ| &1, owe 

t 
V(A) 确定 ， 则 f 为 了 B 样 条 ( 即 之 0 且 其 支 集 是 局 部 的 ) 的 充 要 
条 件 是 | 
2 
fei < 7 

其 中 s 是 Ap 中 的 最 大 网 线 长 度 ， €— CT A *.8,). 


证 明 显然 1 的 支 集 是 A 中 的 " 星 Sto) AREE -单纯 
形 ce Suv) 上 考虑 问题 即 可 、 设 6Co、 由 (7.172), 得 


2f(v,) 一 b re(2f(w) 十 D,,-efCw)) 


9, 如 果 DE5， | 
7 ker 十 D,, ef C9), in vé, (0.173) 
3 ve 5 时 , 易 证 
—2f(9,), t? v, 
D. ul lUs) - luc) 十 D,, -»I(9) — 2í(9,), w — v, (7.174) 


设 xe 0e (o 的 边界 ), 则 
gm flvs H (x — 9), 0: I 
是 关于 : 的 2 次 多 项 式 。 显 然 flo >00 等 价 于 
g(t) zm0, XE 0s, SIEL 
利用 (7.174), 不 难得 到 ge(o 的 表达 式 
galt) = flv) — tF CHV) H D, ufCo, Nl — 0 
十 for, (7.175) 


现 设 # 是 zc 的 * 一 1 维 面 , x 一 >) wrQ.€9. HU.174)8 


w €V(d) 


D, o f (9) 一 pu touDe S f 0.) 


- [760 sero), 
— 240a) + re (2f(0) 十 De ef(0), o€ VC) 
将 上 式 代 人 (7.175), 并 利用 (7.174), 得 


> rf) 十 Du, sf OLEDE f(x)P, vEV (8), 


£49 7 ft) + D. iG) (E c0 DH ver) 172 
+ f(x, ve VCS). 
DETERE, fi >> 0 的 充 要 条 件 是 
pK) Deae) 20, 
. flos z. 
重复 上 面 过 程 即 得 ,f|。 之 0 的 充 要 条 件 是 当 8 C o H pe V(8) 
时 ,成 立 
2f(0) + C0, — €) e 20, 
这 里 xy 是 向 量 x 和 > 的 内 积 ， 注 意 fv) 一 1 且 可 为 任 
何 向 量 , 即 知 定理 7.50 成 立 ， 4 X 
由 定理 7.50 不 难 构造 出 SAn) M 8 样 条 基 , 这 里 就 不 详细 
WET. 


$5. 有 限 元 空间 中 的 谱 基 


小 波 《wavelets》 是 当前 一 个 非常 活路 的 研究 领域 。 小 波 方 
法 已 被 广泛 地 应 用 在 物理 和 工程 计算 中 (5186]), 这 里 将 介绍 有 限 
元 空间 中 的 谱 基 ， 即 有 限 元 中 的 小 波 方法 。 其 中 包括 Bramble- 
Pasiak-Xu, Dahmen-Oswald-Shi, 以 及 Yserentant 等 人 的 工 
作 。 在 工程 界 , 早 在 七 十 年 代 就 有 人 考虑 过 C! 有限 元 空间 中 的 谱 
à 《51871)， 但 从 理论 上 、 首 先 证 明了 谱 基 优越 性 的 是 Yseren- 
tantis, 

众所周知 ,用 有 限 元 法 求解 偏 ( 常 ) 微 分 方程 (如 调和 方程 和 双 
调和 方程 等 ), 最 后 都 归结 为 求 线性 方程 组 
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AY =$ (7.176) 
的 解 . 基于 计算 稳定 性 的 考虑 ,希望 刚度 矩阵 4 的 条 件数 
HCA): = | AKA] 

要 尽 可 能 地 小 ,这 里 | *l 是 矩 降 的 某 种 相 容 模 ， 如 果 用 结 点 基 有 限 
元 求解 调和 方程 , 则 刚度 矩阵 的 条 件数 满足 

H(A) = OC), (7.177) 
iX Hi A EYSEK. XB mE RILORAONUEDEUS EE, MA 
度 和 矩阵 的 条 件数 满足 

KLAJ OY, (7.178) 
mE 在 实际 计算 中 人 们 总 是 希望 通过 
各 种 方法 来 提高 计算 过 程 的 稳定 性 ,本 文 将 要 介绍 的 谱 基 
(Hierarchical Basis) 方法 是 一 种 从 本 质 上 提高 计算 稳定 性 的 方 
法 。 而 且 不 论 对 调和 方程 还 是 双 调 和 方程 ， 由 适当 的 谱 基 所 形成 


BORSE ABER 8 的 条 件数 都 满足 

2€ (B) = Olog & *y), (7.179) 
显然 它 优 于 (7.177) 和 《7.178)。 这 种 降低 条 件数 的 过 程 被 称 为 条 
件数 预 处 理 . 


H. Yserentant'. 首先 证 明了 分 片 线性 连续 谱 基 形成 的 刚度 
矩阵 具有 (7.179) 所 示 的 条 件数 。 了 . Oswald? 证 明了 用 Powell- 
Sabin 有 限 元 构成 的 谱 基 求解 双 调和 方程 ， 其 刚度 矩阵 的 条 件数 
也 由 (7.179) 式 给 出 。 其 后 Dahmen-Oswald-ShiU*! 就 HCT 元 
(Hsieh-Clough-Tocher) 及 VS 元 (Yeubela-Sander) 也 得 到 了 
-同样 的 结果 

值得 指出 的 是 、 利 用 一 般 的 谱 基 方 法 求解 三 维 以 上 的 偏 全 分 
方程 问题 时 , 其 刚度 矩阵 的 条 件数 已 不 再 满足 (7.179) 式 。 一般 来 
说 ,其 条 件数 的 阶 大 于 或 等 于 47!， 委 ，Yserantt9 猜测 用 谱 基 求 
解 三 维 调和 方程 , 其 刚度 矩阵 的 条 件数 H(A) = OLh 人 )，。 本 节 


1) P. Oswald, Hierarchical conforming finite element method: for the 
biharmonic equation, to appear in SIAM J. Numer. Anal. 
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将 我 们 将 证 明 这 个 猜测 是 正确 的 。 
Bramble-Pasiak-Xu/*9 改进 了 Yserentant 的 结果 。 他 们 证 
明了 在 某 些 情况 下 ,存在 较 易 求 得 的 矩阵 B, 使 得 


X (BA) = O(log kt, (7.180) 
Bramble-Pasiak-Xu 条 件数 预 处 理 方法 对 许多 三 维 及 三 维 以 上 的 
情况 也 是 适用 的 . 
问题 的 提出 和 记号 . 


ik OCR 是 一 个 有 界 多 边 形 区 域 , 这 里 我 们 只 讨论 数值 求解 
调和 方程 


An =f, E OB, 
leuc: 在 39 上 ， TER 
与 双 调 和 方程 
Ay “j, 在 Q 的 内 部 ， 
PEES EERS 在 69 L, (7.182) 
ôn 
其 中 a= RI x E Laplace 算 子 , n 是 9 边界 的 外 法 向 量 . 


然而 ， 我 们 的 讨论 对 非 齐 次 边界 条 件 及 2 次 或 4 KARAF L 
也 都 是 适用 的 。 技 通常 的 意义 , 工 是 24 次 强 祷 画 型 算 子 力 指 由 其 
诱导 出 的 能 量 模 ， 
上 ls 一。 站 (7.183) 

满足 

hule = halia), nE BCO), (7.184) 
这 里 (.，*) 是 由 工 诱导 出 的 双 线 性 形式 ， 

站 有 922 一 和 9) 二 11509)， 


lzl5(9) 一 > liD*sli Co», 
fü ^e" RSS. 4 侍 是 指 存在 不 依赖 4 和 8B 的 常数 C 


Cc, 之 0, $ CIA B CA 
设 SCHi(0) 是 定义 在 长 度 为 上 的 三 角 剖 分 上 的 就 维 线性 
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SR. S= {B 5 1,…, NH 是 3 的 结 点 基 4 一 (GB, 
Binon 是 由 58 得 到 的 刚度 矩阵 , 则 € (4) = 0(& 79. XX, 
YB, OREDLIETI TRA. (7.176) 即 可 得 到 (7.181) 或 (7.182》 的 一 


个 近似 解 ww 一 > y;B;。 我 们 的 基本 思想 是 寻求 适当 的 矩阵 C, 


使 得 ACCAC) 小 于 XA) HERE C176) 的 等 价 方 


5, 
C Ay = Cb, 


则 可 得 到 y — CT(CACT) Ch, XE CT 是 上 的 转 置 窍 阵 。 这 样 
的 变换 可 以 本 质地 提高 计算 过 程 的 稳定 性 ， 应 该 指出 ， 这 种 方法 
还 可 通过 基底 的 变换 来 实现 . 
&OG-i(B.i«sisN) 是 $ 的 男 一 个 基 , US 

fa] i Je OX 

a'-— C88, (7.185) 
显然 由 A 1 RIT LE REI OS 

A e CTAC, 


注意 到 当 8 一 DnB ES 时 ,有 leli — ee) — £n. 利用 
PL 


(7.184) 式 ,可 得 到 如 下 的 结果 (参见 [1881 或 [189] 等 ). 
命题 7.51 设 存在 常数 cr: T -r(3d—-« 
co 、 使 得 


r Diz) < D» xB; |; co < T > |x;], Yxe R”, 
[Tr imi E iwl 
- I 
waan- o(L). 
谱 基 及 其 构造 
- R 了 一 (Ads. 是 满足 下 列 条 件 的 一 串 三 角 剖 分 : 
1) HES £250, Aja 是 和; 的 加 细 剖 分 , 即 Vr € Aj, 都 


存在 c€A, EE rar; 
2) 设 6 是 7 中 所 有 三 角形 的 内 角 集 合 , 则 inf 8> 0; 
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3) 存在 常数 Cr Cs 之 0， 使 得 
C20t"xd.«DQ,€« C1", m0, (7.186) 
其 中 d, 和 D, 分别 是 An 的 最 小 和 最 大 边 的 长 度 . 
满足 条 件 1) 一 3) 的 三 角 剖 分 列 称 为 三 角 剖 分 串 (nested tra- 
ngulations), mj 2) 和 3) 称 为 A。 的 正规 性 条 件 .我 们 用 (Gul 
表示 了 一 {A。}。>，、 上 的 多 元 样 条 有 限 元 空间 
Sa = HiCO)N SE (AD, 
AH GA) 表示 A 上 的 次 + 阶 样 条 空间 ,此 处 恒 假定 SECA) 
存在 结 点 基 Br — (B(?, 1€ A"), Fh A" 是 满足 | 
ALB) ~ Bp (7.187) 
的 (5。)* HIER, DERE (Sm) 是 $5。 的 对 偶 空 间 ， 而 4,。 是 
Kronecker 符号 ， 更 进一步 ,我 们 要 求 2E At 都 具有 形式 
ACf) 一 2" pC DD) C0), (7.188) 
其 中 了 是 ? 次 齐 次 多 项 式 ，p(D) 是 由 诱导 出 的 微分 算 子 ， 此 
处 vv 是 Ts 的 某 些 特殊 点 《诸如 顶点 和 边 的 中 点 等 )，、 点 如 称 为 4 


的 支 集 。 
由 J Tt [n m 的 定义 ， {Sa} aa 显然 满足 条 件 
SCSC…CSoC-。 (7.189) 


定义 映射 
y ji:Se — Sj, j&m | 


lig: — 2; ACe) B^, 


RI Z; "m 到 % 上 的 映射 。 若 记 1,—0, A^ 一 d. (238, 则 
有 
& 一 $ C; — Hiag, 8€ Sw (7.190) 


在 以 后 的 讨论 中 ,车 1€ AT, 1€ hi(m m D 使 得 4 SIRE 
常数 倍 我 们 就 将 Wns. 同时 假定 AAT 是 
Span (AATC) WER 这 等 价 于 UP; 1€ AN4f 是 空间 

Wi: m ,— Lias 720 
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的 基底 。 不 难看 出 
Si m Sj t Wi, 
更 进一步 地 
Sa 一 2 DW 
故 集合 
ZE ai = (B); 4€ AAT, 0j m) (7.191) 

是 5。 HIRE OC. FRE SL 的 谱 基 。 

下 面 介 绍 目 前 已 知 的 几 种 谱 基 。 
1” 分 片 线 性 谱 基 

设 A, 是 一 个 粗 网 格 三 角 剖 分 ， Aia 是 将 A, 中 每 个 三 角形 
都 加 细 成 四 个 全 等 三 角形 而 得 到 的 加 细 剖 分 (如 图 7.31). 


E] 7.31 . i 
如 此 即 可 得 到 一 个 三 角 部 分 串 。 E A A; 的 样 条 空间 
SECA) i326 S. d A OE X. 
A! (i, A) = 2/0), 0€ V), 
其 中 V; 是 Ti 的 所 有 顶点 的 集合 ， 故 S。 的 谱 基 为 
eC. T (BUS WBP) S Sums Aw AM 0i m), 
由 B? 的 定义 ，B 是 在 顶点 we A， 处 取 值 2-， 在 其 它 巴 点 
we A, 取 值 零 的 分 片 线性 函数 ， 
2 2 次 C' 谱 基 
Oswald 利用 PS 元 构造 了 如 下 的 光滑 谱 基 ， 设 {了 Tj};>。 是 如 
图 7.31 所 示 的 三 分 剖 分 捉 , A; 是 将 Ti 中 每 个 三 角形 都 按 PS 加 
纽 ( 如 图 7.7) 后 所 得 到 的 7; 的 加 细 剖 分 。 显 然 (Alu. 也 是 一 个 
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zs. 
Jh, $:—31(A0 的 维 数 是 3(V2) 十 »(ED, XX V, 
E; 分 别 是 T; 的 顶点 和 边 的 集合 ,并 且 ge 5; 被 其 所 有 顶点 ve V; 
处 的 前 数值 和 1 阶 导数 值 以 及 其 所 有 边 ce E, 的 中 点 处 的 法 向 
导数 值 所 唯一 确定 。 从 而 A 可 取 为 如 下 的 集合 
A*?—(A2 A1; e€V, ec E, la| & 1}, (7.192) 
其 中 aL 定义 为 


iD ~ qe e o), (7.193) 
r niu 
Rens Ren ERT MU VER DA M 
A = d fm), (7.194) 


n, 是 < 的 单位 法 向 量 , m。 是 < m AG 之 1) 可 取 为 
A'— (202, 4,5; VEFi, eE E; laj 1), (7.195) 
其 中 


«(fy um nurie0 O^, 2 
AK) 2M 人 TF fœ), (7.196) 


这 里 当 pe V; , bf, ns 和 sus 如 盘 所 取 , 而 当 口 是 e€ Bi 的 
中 点 时 ， 则 取 单 位 向 量 ms 一 m 和 nbn. A GS 2 仍 由 
(7.194) 式 所 定义 。5。 的 谱 基 为 

,= (BP; 2€ ANAT, 0m im m), (7.197) 
其 中 BO, XP 1 一 13)》 和 BÍ? (对 应 1 一 4,) 分 别 是 如 下 的 
结 点 基 ， 


ABS) 一 Sapir AGE A, 
CBE) — 0, 1,€ A', 

AL (BOO) — 0, 256 Ai, 
(BO) = 8,,, LE Ai 


(7.198) 


3? 3 次 C! 谱 基 
从 以 上 的 讨论 中 可 以 看 出 , 2 次 C! 谱 基 的 形成 需要 将 每 个 
Ti 中 的 三 角形 加 细 成 12 个 于 三角形， 这 显然 分 得 太 细 了 。 所 以 
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有 必要 构造 新 的 谱 基 .下 面 介绍 的 是 Dahmen-Oswald-Shiba9 构 
造 的 3 次 C! 谱 基 . 

设 T6 是 的 由 三 胡 形 积 凸 四 边 形 组 成 的 剖 分 ( 见 图 7.32, 显 然 

三 角 痢 分 和 凸 四 边 形 剖 分 是 其 特殊 情况 )。 分 别 连 接 T, 中 三 角形 

T 的 重心 与 其 三 个 顶点 将 + 加 组 成 三 个 子 三 角形 ,再 连接 T, 中 四 

XD 4 的 两 条 对 角 线 将 4 分 解 成 四 个 子 三 角形 。 即 对 工 ,中 的 三 

角形 仇 HCT 加 细 , 而 对 其 中 的 四 边 形 做 VS (Veubete-Sander) 
加 细 ， 如 此 得 到 的 T. 的 加 细 三 角 剂 分 记 为 A， 


7.32 


图 7.53 


再 连接 T, 中 三 角形 r 的 重心 与 其 三 边 的 中 点 ,将 分 成 三 个 
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TguxE ( 见 图 7.33(a))， 同 时 将 T. 中 四 边 形 4 的 两 对 角 线 交 
点 与 其 四 边 的 中 点 相连 接 以 形成 四 个 子 凸 四 边 形 ,如 此 得 到 的 T, 
的 加 细 剖 分 记 做 Ti。 由 连接 T, 中 每 个 凸 四 边 形 的 两 条 对 角 线 所 
得 的 三 角 章 分 记 为 A; (如 图 7.33(b))。 

Hj iij, Tu, 是 T; 中 的 四 边 形 由 其 对 角 线 交点 及 其 各 
边 的 中 点 连 线 分 成 四 个 子 四 边 形 而 得 到 的 只 包含 玛 边 形 的 加 细 草 
A. Ti Ai+， 是 连接 Tis， 中 各 四 边 形 的 两 对 角 线 所 成 的 三 角 齐 
分 ， 不 难 证 明 (Aj. 是 三 角 剖 分 串 (参见 [189], 4553 5.2), & 
Si 一 3A), 122 0。 由 熟知 的 HCT 元 及 VS 56, € 5; 由 其 在 
T, 中 顶点 处 的 函数 值 , 1 阶 篇 导 数值 及 其 在 并 中 三 边 中 点 处 的 
法 向 导数 值 所 唯一 确定 。 与 2 次 C' 谱 基 类 似 地 , A' 可 取 为 

A'-(2,4;ve€V,ecE;,lab <1}, (7199) 
49 5»xciiÉxE 
ik Up OXFRREDHTGIGÉNRBJIfSSIARAB. HORS CHE 
的 一 个 自然 想法 就 是 利用 Argyris 元 。 但 是 由 于 Argyris 元 的 
构造 要 用 到 齐 分 顶点 处 的 2 阶 偏 导 数值 ,致使 T; 上 的 有 限 元 空间 
将 不 再 是 Ti+， 上 有 上限 元 空间 的 子 空间 《 即 所 请 非 相 序 狂 )。 因 而 
必须 考 弄 全 空间 3 = $T), £20. A [140] 中 给 出 的 结 点 
基 , 见 可 以 构造 出 S. 的 谱 基 ， 
HE a =B; 1e ANAT, 0i m), (7. 200) 
出 于 其 梅 造 过 程 较 复杂 , 特别 是 这 种 C: 谱 基 的 条 件数 为 o(& ?) 
而 非 OCClog &^ 0), 因而 是 不 可 取 的 ， 
三 维 以 上 的 C? 谱 基 
三 难以 上 谱 基 的 构造 是 很 困难 的 ， 它 依赖 于 是 否 能 构造 出 单 
AERD R. R 中 的 单纯 撒 剂 分 {Aj VOS SR AUERI 4 PR 5n 
果 它 满足 前 面 提 及 的 条 件 1)，37 及 下 面 的 2); A, i20 pE 
一 四 面体 都 与 有 限 四 面体 集合 4 中 的 某 一 个 四 面体 相似 。 
Yserentent 1188]. 猜测 在 R” (m 23) 中 存在 单纯 形 阁 分 
串 。 这 里 将 构造 性 地 证 明 它 的 猪 测 。 为 简单 起 见 , 仅 这 RC 为 例 来 
说 明 物 造 的 思想 。 不 难看 出 ,以 下 构造 过 程 对 RC 23) 也 是 成 
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XB. 
如 图 7.34, i$ o 一 [7,,9$;,,0,,9,] C A,, Ui 1 (v; = vi), 


aii — lv; — ol. ERIZE 7.34 所 示 的 加 细 方 法 可 得 到 A. 的 一 
个 加 细 单 纯 形 剖 分 A,， 即 取 A 中 每 个 四 面体 o 的 边 的 中 点 将 c 
分 为 一 个 八 面体 和 由 个 四 面体 ,再 连接 某 两 对 边 的 中 点 (图 中 为 点 
v. W n) 将 八 面体 分 为 四 个 四 面体 。 如 此 所 得 到 的 的 八 个 
子 四 面体 中 有 四 个 与 g 相似 。 在 进一步 的 加 细 过 程 中 ， 只 项 考虑 
如 何 加 细 其 它 的 四 面体 ， 


不 难 证 明 
lv, — vz. = i his (7.201) 


E hi = ant aia t aha H aa — 015 — 0i. 

在 将 A, 加 细 成 A. 时 ， 我 们 如 下 加 细 A, 中 的 四 面体 o: (i) 
当 o 与 A 中 某 四 面体 5 相似 时 ， 按 加 细 5 的 相同 过 程 加 绍 o; 
(Gi) Zio 不 与 A 中 任何 四 曾 体 相似 ， 警 如 o 是 图 7.34 中 的 四 面 
体 [54335554452,4]， 则 按 图 7.35 所 示 方 式 加 细 o, BUB e 边 的 
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中 点 同时 连接 点 w, 和 ws 以 将 o 分 为 八 个 四 面体 。 


由 (7.201), 可 知 ， 
lu, — wl = 1 diis (7.202) 


显然 以 某 wu 为 一 顶点 的 四 个 四 面体 都 与 o 相似 、 同 时 不 难 
验证 四 面体 Duo, w, w, w] 与 图 7.34 中 的 四 面体 [V000] 
相似 ， 而 四 面体 [my w, w, u] 与 [9,,2;,0,,0,] “镜面 ”相似 
(BD Ew, ww, w] 与 [9,,v,,v,, 0.1 相似 ， 其 中 ws 是 ww; XT 
平面 www 的 对 称 点 )。 另 一 方面 ,四 面体 Lw, w, ws, w] dB 
MTF [Venna] E [w w, w,,w,] 相似 于 fo 9, 
VPs. AT A; 中 任何 一 个 四 面体 都 相似 或 “镜面 ”相似 于 A, 
中 的 某 个 四 面体 。 若 ok A. 与 8€ A, 相似 《或 “镜面 "相似 )， 则 
按 加 细 o 的 相同 Cot" Scr ARD 方式 加 细 o 而 得 到 A. 的 加 细 剖 
分 A,. 由 上 面 的 讨论 知人 A 中 的 任 一 四 面体 都 与 A, 中 的 某 四 面体 
EU 当然 这 个 过 程 可 无 限 进行 下 去 ,而 得 到 一 溃 四 面体 剖 分 A;， 
i20, E A, £223 中 任 一 四 面体 都 与 A: 中 某 个 四 面体 相 
似 ， 显 然 {A;};>o。 是 构成 一 个 四 面体 剖 分 串 。 若 令 go = SAn) 
则 不 难 构造 出 S, 的 谱 基 ， 

,= (BO; »€VAAV, ,, OSES m}, (7203) 
其 中 了 -一 中 Vap i20 是 了 的 顶点 集合 ， Bye SKT2O 是 
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满足 
Bow) ef 275, v,UE€V;, 
的 结 点 基 。 

下 面 讨论 结 点 基 与 谱 基 之 间 的 关系 。 id AL 为 4* pZ% 
位 于 suppBP', iS m, 2E AMA" 内 部 的 所 有 线性 泛 函 的 集合 ， 
则 

BP = 5 aC BPBD, (7.204) 
BEAT: 
其 中 BIO 是 对 应 pe 4A” 的 结 点 基 ， 故 荐 记 Z — XC. B 
和 £8 分 别 是 由 谱 基 和 结 点 基 中 元 素 作 为 分 量 的 向 量 ， 将 狠 按 
B: — (Bi? ]a € AAT): 分 块 ,由 (7.204), 相应 的 C 是 分 块 下 三 
角 稀 政和 矩阵 ,其 对 角 线 上 的 矩阵 块 是 单位 矩 阵 的 倍数 . 
谱 基 的 条 件数 

以 下 仅 就 二 维 情况 介绍 Oswald 分 析 谱 条 件数 的 技巧 。 为 
清楚 起 见 , 仅 以 双 调 和 方程 为 例 来 讨论 C 谱 基 的 条 件数 。 

就 有 限 元 空间 S. 而 言 ,不 难 验 证 ,对 三 角形 re An QR T.), 
M ges, 时 ,有 


Welle) e 27 zu ICON, (7.205) 


其 中 A"m(z) 是 Ar 中 所 有 支 集 属于 r 的 元 素 的 集合 。 由 4A。 的 
正规 性 ,可 知 对 所 有 :£€5.. 有 


elo) 2” DOF, m0 (206) 


E €. SL RE, 4; 是 按 (7.190) 定义 的 由 5S 到 5, 的 
投影 算 子 , 则 pcs, px 


=>, 2) Yia BP, 


f=0 REAA 


其 中 
Yia = (I — liag), AE ANA, jm, (7.207) 
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广 意 到 当 g€ $i. 时 ， AC; ius li-e) m 0, 从 而 由 (7.206); 
(7.207 ) 可 得 


3 (7.208) 
其 中 | 
lehta: = 2) 25101; — fi Vel 0), (7.209) 
由 命题 7.51 和 (7.208 ) 可 得 
命题 7.52 wF 
Yala s Meli; 0) < T nietos (7.210) 


则 oci) = o( Po), mme. 

为 得 到 估计 式 (7.210)， 针 对 空间 串 {se}a>s 和 FELCO), 
引入 空间 AL, ALLCILI). £6 AL, 6200, 1 p, qx oo 
的 充 要 条 件 是 存在 CS, m0, BEL, 意义 下 ， 


f= J 8, E "lel € 4. (7.211) 
这 里 fq:} = Canos) 将 f€ AL, 赋予 范 数 
HR - inf "lleida, b. (7.212) 


有 关 AL. 的 详细 研究 ;浅见 [192], 0293] 80194], 
命题 7.53 fe A;,。 的 充 要 条 件 是 feEL,, m0, ISP, 
qo, KE fcEL, Æ JEL, 且 {22EK en， 其 中 
EK), :—int ll — eli. 


iu FEE, HERED 
Wles, := Mu, + RB lu Ms. 《7.213) 


证 明 设 j= Pae Ane HÈ ga 一 »is. 则 当 o 
ime " imo 
i 之 1 且 了 3 ' 十 4g ' 二 1 时 ,有 


Ui « 21 del, 
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«(Xi rJ (x rmn) 


< Cune D rely ， 
其 中 CL, = 2t — IYO (Cre = imc = 27), 是 
i 
BH eor <C Jy gom Iy rell, 


moo 
«c S viet, SS 2e 
im] moù 
« C 9 ireli, (2.214) 
r>] 


其 中 C 是 与 : 有 关 的 正常 数 ， 它 在 不 同 的 地 方 可 取 不 同 的 值 。 若 
特别 取 + 一 十， 则 有 


ll < cli, s (7.215) 
其 中 C RDUEBUT Rg 的 正常 数 ， 
又 设 fe E;.,， 鉴 于 $; 是 有 限 维 的 ， 因 而 存在 ncs, & 
If — gil, = Ef). * 
£ 7 £i 
BiS £— Eia IP, 


则 易 知 1 一 Ez E 


之 22l; it, < Volt, + 2 2 (2E; (),)t 
« 3t flle,,. 
由 上 式 和 (7.215) 知 ApeL Esg 口 
为 了 建立 空间 AL, 与 Sobolev 空间 H* 之 间 的 关系 ， 引 入 
Besov 空间 Bi, = B,,09), 520, 1 & p, q «co, it f€L,, 
则 fE BL, 的 充 要 条 件 是 
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Un 17s D,) € Ll, (1.2163 
Rom: wali f), = supllAzfll., CO...) RÍíümickRE, 
Q,,:—-(x€Olx + ja€ O, Os js m, |h| sr) deik b ox0 表 
m R 中 具有 非 负 分 量 的 向 量 , 5| 是 4 的 欧 氏 模 、f€ BL, 的 范 
数 定义 为 


I. ,= lf, 十 lw, 75, Dus. (7.217) 
由 Besov 空间 的 插值 理论 ([193],[194]), 当 p> 时 ， 
Bi minz, p CW pCO B, sao p)? (7.218) 


EACE ARGRZRIBIARINEA SILBER, Wi 是 Sobolev 空间 。 由 
《7.218) 及 熟知 的 Sobolev 空间 理论 ， 


Bi 0) = WO) es H'(0). (7.219) 

8|RR 7.54 i$ >00, 1p, a «oo, WE | 
Bi CA g OCs kE, (7.220) 
ACB p 0i " (7.221) 


其 中 大 是 所 论 样 条 空间 {5。} 的 次 数 《 关 于 PS 元 ,二 2; XT 
HCT 及 VS 元 ,一 3; 而 关于 Argyris 35, & — 5). Mi 


Asg S Bigs Oil T (7.222) 


WA ” 先 证 (7.220) 式 .首先 建立 Jackson 型 不 等 式 
EG) SC * w, QS D,. (7,223) 
利用 Dahmen-DeVore-Scherer 的 结果 (ft19517, 有 
Walt f) & inf Cif — gll, + "lp elus), 1-0. (7.224) 


reg 


若 我 们 还 能 证 明 
lg — Bel, < C * 2 **nlpDi"' gli, ge Wit, (7.225) 
Wi Ej S8 3p (7.224) rH. e 同一 大 十 1， 即 可 由 命题 7.53 证 及 
(7.223), 
为 证 (7.225), 令 po 1， 从 而 r+Ż <+ 1， 其 中 是 


。484 。 


EF 4; 中 所 用 到 的 偏 导数 及 方向 导数 中 的 最 高 次 数 。 由 Sobolev 
RAEE, Wi"Ceoo, Mm 1; 对 所 有 ge Wit 都 有 定义 . 设 
9 是 让 次 多 项 式 , 注 意 到 1,9 二 g, Wt ze Wi" 及 任 一 三 角 
EISE 

le — Lg s le — llic + Mg — Mao. (7.226) 
由 1; 的 定义 及 其 局 部 狂 质 ,不 难 验 证 下 面 的 不 等 式 


Wig E 4l,» < TX c2 » 2i" D'Cg mE Dle 
将 Sobolev 不 等 式 


1pie — elo < c2 67e — ello + a 
0sxisr 代 人 (7.226), 即 得 
lg — Lello sm Cin& lg — aM, c + 275 Delius) 
« C2 rato pt gilt o, 
这 里 及 以 下 C 均 表示 常数 ， 但 允许 C 表示 不 同 的 常数 值 。 这 就 证 
BT (7.220), 
为 证 (7.221) 式 ,首先 要 证 有 明 下 面 的 Bernstein 型 不 等 式 

w(t g) < C Giin(1, 25)? lel e €. (7.227) 
3227 8,0227) 是 显然 的 ， 故 不 怒 设 127. A gES, 
故 得 

g= »» ACg) BP, 


Al'g -— M ACS)ARU Bf^. 


因为 上 在 T; 中 的 每 个 三 角形 上 都 是 次 数 < 天 的 多 项 式 , 故 有 
meas(supp AZ! BjP) s& C275, |b| «s, 
由 此 可 得 , 当 [5| < : 时 


larel, x c $5 Xlll?" Bl, 
Ty 
« C >) 2) *measCsuppA š" BPN A PIDB Piee)? 
TY 
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€c » lae] ppt 
< cca" ls. 
最 后 一 步 我 们 用 到 了 (7.206) 在 工 , 情况 下 的 公式 
iela, = 209: F128) 1, € Si. 
从 而 完成 了 (7.227) 的 证 明 。 由 此 不 难 进 一 步 证 明 《7.221)，。 口 
由 (7.219),《7.222) 及 命题 7.52 可 知 ,为 得 到 谱 基 条 件数 的 估 
iR dede m diez: 之 阅 的 关系 ， 
设 8 一 * gi € $,,g,€ $,, lll 


imo 


go t (3 NC 
+ > 2s le + n( 2; a) 
Eo 


« c (3 leike) 


HZA) 


lali, = | 


* > 2 
:=C( 5, 十 XL 
由 (7.206), 有 


z«c$» E | x f. 


imọ 164 juit 


车 记 AL 为 AURBUÉ d 次 线性 泛 数 的 集合 , 则 当 46 4; 时 ， 
« $3 z-)( S zeai aca)? ). 


j-1 jri+1l 
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令 G4 -1— d, d2lÉEÉ o= 则 有 


$, 2lGpl.as-9, 


jai 


p ata) < &Cim-—i) 9; Uel, d= 1, — (7.228) 


asus » a-du- 48) ,4d ze 2, 
将 上 式 代 入 X, 中 得 
BC) [x D PIE + 0-73) 


i=ọ reai j=i+l icai 


x » [Cg + 5 £ 2X4- Xe i) 


init aea 


x > gn-ei-n| iG . 


jmi+i 


注意 到 当 1 — ODE A5 时 , 120p D) — 2079761 € 
GSi) ARA 


nec » 7X et C D DA 


i=0 Weil T Leal 
十 be gxe706o7 i 5 EC»IE | 
421 à ca, 
-cSN [5 27 Y aCe) + S eo 
j=l i-o P Pi-0 
r j-1 
x > 27512(g)' 十 之 (3: euh) 
reai =0 


x 2) a sel 
H IU 
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< Cnye(r) 2 20 g,lCO», 
-1 


其 中 
m, po l, 
CE T aru 


7 之 2 
且 最 后 一 步 用 到 了 (7.206) 式 ， 再 回 到 (7.228) 式 ,就 得 到 了 
lli, < Chal reliz e (7.229) 
另 一 方面 ,显然 有 i 
lel; s Mele». (7.230) 


结合 (7.219),(7.222),(7.22 约 及 命题 7.52 ,我 们 有 

定理 7.55 PS 元 ，HCT 元 ，YS 元 及 HCT 元 和 VS 元 组 
成 的 混合 元 的 谱 条 件数 均 为 

2É€(H,) = O(n7) = O(Clog 4), 
而 Argyis 元 的 谱 条 件数 为 
JC(H,) = 0(2*) = 0(&?). 

由 定理 7.5 不 难看 出 ， 当 投影 算 子 1; 中 包含 次 数 高 于 空间 5; 的 
光滑 衬 的 偏 导数 或 方 启 导 数 时 ， 其 谱 条 件数 将 本 质地 增 大 。 此 外 
空间 Sa 一 SYCA。) 的 谱 条 件数 也 是 OCClog A'Y) 阶 的 。 Yse- 
rentani" 和 Oswald 分 别 举例 说 明 上 述 谱 条 件数 的 阶 是 精确 
的 ,从 而 也 是 不 可 改进 的 。 
BPX 谱 条 件数 

Bramble-Pasiak-Xw 改进 了 Yserentant 89585 (C[190]), 4 
用 BPX 技巧 用 谱 基 求 解 调和 方程 时 ,在 某 些 情况 下 ,其 谱 条 件数 
的 阶 为 log 7!, 而 且 他 们 的 方法 对 某 些 高 维 情形 也 是 运用 的 。 以 
下 我 们 不 加 证 明 好 介绍 他 们 的 主要 结果 。 

设 Alus) 是 强 精 圆 型 算 子 工 定 义 的 双 线 性 形式 ，{A。}。> 
是 一 三 角 训 分 串 ，{5。}a>o 是 (A... 上 的 分 片 线性 空间 。 X 
设 Pul, 和 4, 分 别 是 由 下 式 定义 的 算 子 ; 

Pi: Sa > So kem, 
ACPíu,v) = Au), Vu€Sq, YY €S,; 


EIE 


Qi; So 一 St km 
(Q,u,v) = (u,v), YuE Sus, Vv€$,; 
Ar: 5$, 5, 
(Au, v) = A(u,v), Vu, VE Ste 
Xx k =mi}, 4. 4.58 Xf 
B:= DS VO — Qia), 


reg 


其 中 0,-—0, 129 4 的 谱 半 径 。 若 再 设 
(A1) IG — 9; vll x CAT An), v € Sa 
则 有 
Cim  A(v,v) S A(CBAv,v) S mAQv,v), 


从 而 
HBA) 一 DC) 
记 互 是 由 下 式 定 义 的 矩阵 
B= > R;Q;, 
其 中 假定 R; 满足 


(A2) Carlos CR;o EC Arvo), Vv E 5,, kem, 
进一步 假设 En 和 P, 对 某 ce (0,1] 满足 

(A3) AC — Pr) s)«CC A lb dvo, v)", Yee 
Sge 

$397.56 BRE (A2) 和 CAS) 成 立 , 则 Ves, 成 立 

C;'Cm-1A(v,v) « LEdop) S CymAQv v). 
从 而 
A (BA) = Olm”), 

其 中 8 = ming, ah. 
特别 地 , 当 4 = 1R}, X (B A) = 0(m). 

关上 面 的 (A1) 一 (A3), BE AD 是 容易 满足 的 。 只 要 送 
当地 选取 Ri (Hini Ra 一 2x'1),， 则 (A2) 也 是 容易 满足 的 。 
由 [1961,L197] 中 的 结果 知 总 存在 %& 《0,1] 使 4 人 43) RA, Ho 
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凸 且 工 中 的 系数 光滑 时 ，x 二 1。 从 而 此 时 XBA) = OCm)， 

今 提出 以 下 公开 问题 : 

问题 7.57 如 何 构造 三 维 以 上 的 c' 光滑 谱 基 , 其 谱 条 件数 不 
EF 0((log h')*)， 其 中 4 为 某 自然 数 ? 或 者 退 而 言 之 ,如 何 构 
造 条 件数 不 劣 于 OT) 的 谱 基 ? 

问题 7.58 如何 寻求 适当 的 矩阵 B OEWER MF) E 
X (BA) = 01). 

问题 7.59 ”如 何 将 本 节 中 的 方法 应 用 到 求解 其 它 类 型 的 偏 微 
分 方程 中 去 ? l 
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